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INTRODUCAD

Caro (a) aluno (a),

Este manual é para ti que vais estudar o 8°
ano de escolaridade, o ultimo ano do ensino
basico obrigatorio.

Na sequéncia dos manuais de matematica
dosanosanteriores,apresentamos,agora, este
do 8° ano, pois consideramos necessario
que disponhas, de um instrumento
atualizado, atraente e adequado a tua
idade, capaz de aprimorar-te o gosto pela
aprendizagem nadisciplina de matematica,
nesta fase avancada do teu percurso
escolar. De acordo com as orientacdes
programaticas, procuramos orienta-lo, tendo
em conta os conhecimentos adquiridos bem
como a aquisicao de novas competéncias
importantes para a proxima etapa — 0 ensino
secundario.

Apresentamos, no inicio de cada unidade,
algumas atividades que te permitem, por
um lado, relembrar conceitos matematicos
estudados em anos anteriores e, por outro
lado, participar ativamente na construcao dos
teus proprios conhecimentos, recorrendo,
sempre que possivel, as novas tecnologias.

Ao longo deste manual, vais encontrar
0s conteudos adaptados a tua realidade,
atividades de revisao, fazendo sempre a
ponte com as aprendizagens anteriores;
outrasatividadesde exercicios e problemas
e, também, atividades de consolidagcao ao
longo e no final de cada unidade tematica.

A semelhanca do manual do 7° ano,
tivémos a necessidade de recorrer a
softwares, entre os quais o GeoGebra, a fim
de tornar as demonstragdes e construcodes
mais simples e com maior rigor grafico.

Elaboramos este manual pensando em
ti, querido (a) aluno (a) e esperamos que
0 mesmo possa contribuir de modo
eficaz para o teu processo de ensino/
aprendizagem.

Desejamos-te um excelente ano letivo.

Os autores



APRESENTACAD DO MANVAL

Este manual esta estruturado em cinco
unidades: Probabilidades, GCeometria e
Medida I, NUumeros e Operacdes, Algebra e
Geometria e Medida Il, dentro dos quatro
grandes temas, Numeros e Operacoes,
Organizagcao, Tratamento de Dados e
Probabilidades, Geometria e Medida e
Algebra, que ja vens trabalhando desde o

1° ano do ensino basico.

Em cada unidade vais encontrar:

Atividades de diagndstico e problemas,
através dos quais poderas explorar os con-
teddos e descobrir novos conhecimentos,
aplicando-os na resolucao de problemas
do dia-a-dia. Estes podem ser resolvidos
individualmente ou em grupo, conforme
a tua necessidade.

Atividades de consolidagdao que inte-
gram questdes diversificadas para de-
senvolveres e consolidares os conheci-
mentos adquiridos.



Fenédmenos aleatdrios e fendmenos deterministas

Espaco de resultados de um fendmeno aleatdrio. Acontecimentos

Operagdes com acontecimentos
Noc¢ao e calculo da probabilidade de um acontecimento

Decomposicao de figuras planas
Decomposicao de poligonos em triangulos e quadrilateros
Decomposicao de um triangulo por uma mediana

Decomposi¢cao de um triangulo retangulo pela altura referente a hipotenusa
Teorema de Pitagoras

Demonstracao geomeétrica do Teorema de Pitagoras

Aplicacdes do Teorema de Pitagoras

NUmeros racionais - Revisdes
NUmeros irracionais. NUmeros reais

Relagcdao de ordemem R

Sequéncias numeéricas

Termo geral de uma sequéncia numeérica
Produto cartesiano de dois conjuntos
Relac¢des binarias entre dois conjuntos
Correspondéncias entre conjuntos
Relacdes binarias definidas num conjunto
Propriedades das relagdes binarias num conjunto
Relacdes de equivaléncia
Relag¢des de ordem

Relagdes inversas



Relacao identidade
Composicao de duas relagdes
Relacdes funcionais
Conceito de fungao
Classificacao de funcdes
Propriedades de uma fungao
Composicao de duas funcdes

Funcodes proporcionalidade direta e inversa

Transformacdes geomeétricas
Orientacdes da reta
Segmentos orientados
Vetores no plano
Nocao de vetor
Soma de um ponto com um vetor
Translagao associada a um vetor
Propriedades das translacdes
Composicao de translacdes. Adicao de vetores
Rotacdes
Propriedades das rotacdes
Isometrias do plano. Propriedades
Composicao de isometrias
Homotetias
Teorema de Thales
Semelhancas
Poligonos semelhantes
Semelhanca de triangulos

Areas de regides poligonais
Construcao de regides poligonais semelhantes

Relacao entre os perimetros e entre as areas de regides poligonais semelhantes
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UNIDADE 1. Probabilidades @

UNIDADE 1

PROBABILIDADES

CONTEUDOS: OBJETIVOS:
e Nocao de fendmeno aleatdrio e de e |dentificar fendmenos aleatodrios e deter-
fenomeno determinista. ministas.
® Experiéncia aleatoria. ® Dar exemplos de fendmenos aleatdrios e
deterministas, usando o vocabulario ade-

e Nocao e calculo da probabilidade

de um acontecimento: espaco, quado.
amostra, acontecimento, aconte- e |dentificar todos os resultados possiveis,
cimento possivel, acontecimento guando se realiza determinada experién-
certo, acontecimento impossivel. cia aleatdria.

e Definicdo laplaciana de probabili- e Compreender a nocao de probabilidade
dade de um acontecimento. de um acontecimento e que a sua medida

e [Estimativa da probabilidade, sesituaentre Oel.

recorrendo a frequéncia relativa. e Calcular a probabilidade de um aconteci-
mento pela definicao de Laplace.

e Usar a frequéncia relativa para estimar a
probabilidade.

e |dentificar acontecimentos complemen-
tares e compreender que a soma das suas
probabilidades é 1.

e |dentificar acontecimentos disjuntos ou
mutuamente exclusivos e compreender
gue a probabilidade da sua unido é igual a
soma das suas probabilidades.

e Resolver e formular problemas, envolven-
do a nog¢ao de probabilidade.



Matematica 8° ano

TEORIA DE CONJUNTOS - REVISOES

No 7° ano, aprendeste a representar conjuntos de diferentes formas
e também a operar com conjuntos, utilizando as suas propriedades.
Para uma melhor compreensdo do estudo das probabilidades usam-se
conhecimentos acerca de conjuntos e as respetivas propriedades. Para
iSO, propomos as seguintes atividades de revisao.

ATIVIDADES DE REVISAO

1. Sejaoconjunto A={1, 2,3, 4}

1.1 Qual é o cardinal de A? 1.2 Representa um subconjunto B, sendo:
121 #B=3
1.2.2 #B=0

2. Representa em extensao cada um dos seguintes conjuntos:

21 {1,2,3}n {2} 22 {1,3,2n{4,56 2.3 {1,3,2}n{1,2}

3. Considera o universo, U ={0,1,2,3,4,5, 6,7, 8,9} e nele definidos os conjuntos:

A=1{0,1,23,57,B={24,6,8eC={56,78,9}

Representa em extensao:

31 A BC 32 BuC 33 BnC
3.4 BuC 35 BncC 36 BnC
37 BucC 38 A-B 39 B-C

10
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FENOMENOS ALEATORIOS E FENOMENOS
DETERMINISTAS

Quando lancamos um dado perfeito nao é possivel prever o resultado
da experiéncia, isto é, nao é possivel prever qual a face do dado que vai
ficar voltada para cima. Fendmenos como este, cujo resultado é incerto,
dizem-se fenémenos aleatorios.

Um fendmeno aleatdério ou uma experiéncia aleatdria apresenta as
seguintes carateristicas fundamentais:

e pode repetir-se o nUmero de vezes que se desejar, nas mesmas
condigoes;

® nao ha conhecimento suficiente para se prever qual serd o resultado.

Quando lancamos ao ar uma moeda, nao € possivel prever o lado que
fica voltado para cima, a “cara” ou o “escudo”. Trata-se, portanto, de uma
experiéncia aleatoéria.

Sao também exemplos de experiéncias aleatorias:

e extrair ao acaso uma carta de um baralho;
® aextragao dos numeros do totoloto;

e extrair uma bola branca ou preta de um saco nao transparente,
com 5 bolas brancas e 3 bolas pretas.

Existem outros fenémenos que, pela sua natureza, ndo sdo considerados
fendmenos aleatérios.

Por exemplo:

Ao atirarmos uma pedra a um lago, sabemos, a partida, que ela vai ao fundo.

100°C

Ao aquecermos uma certa quantidade de agua a 100 °C, sob pressao
atmosférica normal, sabemos que ela entra em ebulicao.

Fendmenos como estes, que produzem o mesmo resultado, quando sao
repetidos nas mesmas condicdes, dizem-se fenémenos deterministas.

n
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ESPACO DE RESULTADOS DE UM FENOMENO ALEATORIO.
ACONTECIMENTOS

Relativamente a experiéncia aleatdria que consiste _-'

em observar o resultado do lancamento de um dado, L :-. '
temos as seguintes possibilidades: “" -

® sairfacecomonudmero .

® sair face com o ndmero 2

® sair face com o ndmero 3 .

® sair face com o ndmero 4

® sairfacecomondmero5 .

e sair face com o nimero 6

LN ]
L N ]

O conjunto formado por todos os resultados possiveis de uma
experiéncia aleatdria designa-se por espago amostra, espaco de
acontecimentos ou espaco de resultados. Vamos representa-lo por U.

No caso em apreco, o espaco amostra é:

u:{1, 2,3 4,5, 6}

Espaco de resultados, espaco de acontecimentos ou espaco amostra
U de uma experiéncia aleatdria é o conjunto de todos os resultados
possiveis dessa experiéncia.

Considerando a experiéncia aleatdria que consiste em lancar um dado e
sair um ndmero impar, temos:

A=1{1,3,5}

Observa que A € um subconjunto do espaco de resultados, ou seja,
A c U, diz-se que A € um acontecimento da experiéncia aleatoria realizada.
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Acontecimento de uma experiéncia aleatoria é um subconjunto do
espaco de resultados.

Os acontecimentos de uma experiéncia aleatdria sdo definidos no
espaco de resultados através das propriedades das observacdes que
podem ou nao ser feitas.

Exemplo: Lancar uma moeda ao ar e observar a face que fica voltada
para cima.

Espaco de resultados: U = {cara, escudo}
Acontecimento: sair escudo, {escudo}

Acontecimento: sair cara, {cara}

Classificacao dos acontecimentos
Existem diferentes tipos de acontecimentos.

Acontecimento possivel

Na experiéncia que consiste no lancamento de uma moeda ao ar, os
acontecimentos correspondentes as observacdes que podem ser feitas,
sao: {cara}, {escudo} e {cara, escudo}.

Se o resultado de uma experiéncia aleatdria corresponde a um conjunto
nao vazio do espaco de resultados, dizemos que se trata de um
acontecimento possivel.

Os acontecimentos possiveis podem ser classificados de acordo com o
seu numero de elementos.

No caso da experiéncia aleatdria que consiste no lancamento de um
dado, podemos considerar os seguintes acontecimentos:

Acontecimento elementar

B = {face com nUumero 2}, ou seja, B = {2}

Se o resultado de uma experiéncia aleatdria for constituido por um
unico elemento do espaco de resultados, dizemos que se trata de um
acontecimento elementar.
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Acontecimento ndo elementar ou composto

C = {face com numero par}, ou seja, C = {2,4,6}

Se o resultado de uma experiéncia aleatoéria for constituido por dois ou
mais elementos do espaco de resultados, dizemos que se trata de um
acontecimento ndo elementar ou composto.

Acontecimento certo

D = {face com numero menor que 7}, ou seja, D ={1,2,3,4,5,6}

Se o resultado de uma experiéncia aleatdria for constituido por todos
os elementos do espaco de resultados, dizemos que se trata de um
acontecimento certo.

Também existem os acontecimentos correspondentes ao
conjunto vazio.

Acontecimento impossivel

E = {face com o numero 7}, ou seja, E = {}

Se o resultado de uma experiéncia aleatdria nao tiver nenhum elemento
do espaco de resultados, dizemos que se trata de um acontecimento
impossivel.

OPERACOES COM ACONTECIMENTOS

Os acontecimentos correspondem a conjuntos definidos no espacgo
amostra e as operagbes com acontecimentos correspondem as
operacdes com conjuntos.
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Intersecdo de acontecimentos

Consideremos, no lancamento de um dado, os seguintes
acontecimentos:

A, “sair um numero par”;
B, “sair um numero menor que 3”;

C, “sair um ndmero par menor que 3".
Tem-se: A = {2,4,6}, B:{1,2} e C:{2}. E claroque C = ANnB.

Reunidao de acontecimentos

Consideremos a mesma experiéncia e os acontecimentos:
A, “sair um ndmero par”;

B, “sair um nUmero menor que 3";

C, “sair um nUmero par ou sair um numero menor que 3"

Tem-se: A = {2,4,6}, B={1,2} e C={1,2,4,6} e C=AUB.

Acontecimentos disjuntos ou incompativeis

Consideremos a mesma experiéncia e os acontecimentos:
P, “sair um numero impar”;
Q, “sair um numero par menor que 3"

Considerando os acontecimentos P e Q, verificamos que a sua
intersecao € igual ao conjunto vazio, isto é:

PnQ={135]n{2}=2

Neste caso, dizemos que os acontecimentos P e Q sao disjuntos ou
incompativeis ou ainda mutuamente exclusivos.

Acontecimentos contrarios ou complementares

Na sequéncia da experiéncia aleatdria considerada anteriormente,
0s acontecimentos “sair numero impar” e “sair ndmero par’ que
correspondem, respetivamente, aos conjuntos P:{l 3, 5} e A:{Z, 4, 6}

sao complementares relativamente ao espaco de resultados:

A=P ou P=A

=

15



Matematica 8° ano

16

Dado um acontecimento A, chama-se acontecimento contrario ou
complementarde A, erepresenta-se por A, o acontecimento constituido
por todos os elementos do espaco de resultados que nao pertencem a A.

Na experiéncia aleatdria que consiste no langcamento de uma moeda
ao ar, qual é o espaco de resultados? E se forem duas moedas?

No caso de uma moeda, temos: U:{C, E}. No caso de duas moedas,
para obtermos o espaco de resultados, podemos fazer um diagrama
em arvore, como mostra o exemplo:

1 moeda 2° moeda Resultados
C ccC
C
E CE
C EC
E
E EE
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ATIVIDADES

1. Das experiéncias que a seguir se descrevem, indica as deterministas
e as aleatorias:

1.1 Extrair uma carta de um baralho e anotar o naipe.

1.2 Atirar uma lampada ao chao e observar o que acontece.

1.3 Extrair uma bola de um saco onde existem bolas amarelas e verdes
e anotar a cor.

1.4 Deitar um prego numa bacia com agua e ver o que acontece.

2. Observa a roleta da sorte representada
na figura. Considera a experiéncia
aleatodria que consiste em rodar o
ponteiro e anota o nUmero que sai.

2.1 Representa em extensdo o conjunto de
resultados.

2.2 Classifica cada um dos acontecimentos:

2.2.1 A ="sair multiplo de 8";
2.2.2 B ="sair numero par";
2.2.3 C="sair numero primo";
2.2.4 D ="sair 9"

2.2.5 E="nao sair 9".

2.3 Indica:
2.3.1 O acontecimento contrdrio de A;

2.3.2 Dois acontecimentos que sejam incompativeis.

3. Na experiéncia aleatdria que consiste no langamento de uma
moeda, indica:

3.1 O espaco de resultados;

3.2 Um acontecimento elementar.

17
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4. Uma caixa contém seis bolas, indistinguiveis ao tato, enumeradas de
1a 6, sendo trés delas azuis, duas vermelhas e uma amarela.

Considera a experiéncia que consiste em
retirar aleatoriamente uma bola da caixa e
registar o seu ndmero.

4.1 Indica o espago de resultados.

4.2 Considera os seguintes acontecimentos:

A: “sair um ndmero par”;
B: “sair um nUmero nao superior a 4"
C: “sair um numero impar?”;

D: “sair um multiplo de 4".

4.2.1 Representa-os na forma de conjuntos (em extensao).

4.2.2 Indica um acontecimento elementar e um acontecimento
composto.

4.3 Relativamente a experiéncia aleatdria que consiste em retirar uma
bola da caixa e registar a sua cor, indica um acontecimento:

4.3.1 elementar;
4.3.2 impossivel;

4.3.3 certo.

NOCAO E CALCULO DA PROBABILIDADE DE
UM ACONTECIMENTO

Como ja vimos, quando se lanca um dado, ha seis resultados possiveis.
Pode sair 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. Se o dado for um cubo perfeito, ndo ha razdo
para que um dos numeros saia mais facilmente que qualquer outro.
Dizemos que esses acontecimentos tém todos a mesma probabilidade
de se verificar ou que sdo acontecimentos equiprovaveis.

Se o Carlos apostar que vai sair o 3 e a Ermelinda que vai sair o 6, nenhum
deles esta em vantagem, poisambos tém as mesmas hipdteses de acertar.
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Sabendo que ha seis resultados possiveis no lancamento do dado e
apenas um interessa, consideramos que a probabilidade de acertarem
. ] .

é delem 6, 0uU seja E ,ou 0,167, ou ainda, 16,7%. O mesmo se passa

. - ]
com gualquer dos outros numeros: a probabilidade da sua saida é r

Qual é a probabilidade de sair um ndmero impar?

Dos seis casos possiveis, ha trés que correspondem a nUmeros impares:
1,3 e 5. A probabilidade de sair um ndmero impar é de 3 em 6, ou seja, é ,
ou % ,ou 0,50, ou ainda, 50%:

Temos entao:

Sendo U o espaco de resultados de uma experiéncia aleatdria e A um
acontecimento dessa experiéncia, a probabilidade de A é igual ao
guociente entre o numero de elementos do acontecimento Ae o ndmero

de elementos de U.
_H#A

P(A) U

Se designarmos # A por “ndmero de casos favoraveis” ao acontecimento
e #U por “ndmero de casos possiveis” da experiéncia, teremos:

A probabilidade do acontecimento A é igual ao quociente (razdo) entre
o humero de casos favoraveis ao acontecimento A e o nUmero de casos

possiveis.
_ nUmero de casos favordveis

numero de casos possiveis

P(A
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Observemos que a definicdao sé é valida quando todos os acontecimentos
elementares sao igualmente possiveis, isto €, quando eles sao
equiprovaveis.

Esta definicao de probabilidade deve-se a Laplace (1749 —1827), um dos
mais conhecidos matematicos franceses.

Qual é a probabilidade de sair um ndmero maior que 1?

[ ] [ ] [ ] L ] L ] L ] > [ ]
L ] ] - L ]
- L ] L ] L L ] L L] L]
Desta vez ha cinco casos favoraveis: 2, 3, 4,5 e 6.
A probabilidade é g ou 0,833.
E a probabilidade de sair o numero 7?
[ ] [ ] ] » L ] L ] [ ] [ ]
[ ] [ ] L ] L ] L
[ ] . . @ [ ] ] [ ] [

Dos resultados possiveis, nenhum é igual a 7, logo ndo ha nenhum caso
favoravel.

0

A probabilidade é — , ou seja, 0.

E qual é a probabilidade de sair um ndmero menor que 77

Agora, todos os casos sdo favoraveis e, portanto, a probabilidade é
ou seja, 1.

olo

A probabilidade de um acontecimento tem as seguintes propriedades:

® variade O a T,
e um acontecimento impossivel tem probabilidade 0O;

® um acontecimento certo tem probabilidade 1.
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Na mesma experiéncia aleatdria, que consiste no langamento de um
dado, considera agora os acontecimentos:

A: “sair numero maior que 2";
B: “sair numero menor ou igual a 2"

C: “sair nUmero 1"

Qual é a probabilidade do acontecimento A? E a probabilidade do
acontecimento B?

Q)
o)
3
S
>
I

3, 4,5 6} e B= {1, 2} , podemos escrever:

Repara que o acontecimento B € o acontecimento contrario ao
: 2 1 . L.
acontecimento A e que 1—§= 1—P(A)= 3 O acontecimento contrario

ao acontecimento A representa-se por A.

A probabilidade do acontecimento contrario ao acontecimento A é
dada por P(A)=1-P(A}.

Dado um acontecimento A com probabilidade P(A), a probabilidade do

seu complementar obtém-se subtraindo a unidade a probabilidade de

A, isto é: _
P(A) =1-P(A)

Qual é a probabilidade do acontecimento C?

Facilmente escrevemos:

Observando os acontecimentos A e C, verificamos que sao
incompativeis, pois:

ANnC=0.

A reuniao dos dois acontecimentos representa-se por
AUC={134,56].

21
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Assim, a sua probabilidade é — , isto &,

ol u

P(AUC)=P(A)+P(C)=

o N
0| —
o

E qual é a probabilidade de BuC?

Repara que BuC ={1 , 2} eque BNC :{1}, isto &, os acontecimentos
B e C sdao compativeis.

Entao,

P(BUC)=P(B)

+
9
o

|
9

w

>
0o

E_E+ 1 2_2 proposi¢do verdadeira
6 6 6 6 6

o | —

Se dois acontecimentos, F e G, sdo incompativeis, isto €, Fn G = @,
a probabilidade da sua reunido € igual a soma das suas
probabilidades.

P(Fu G) = P(F) + P(Q)

Se dois acontecimentos sdo compativeis,isto &, FN G # @, a probabilidade
da sua reuniao € igual a soma das suas probabilidades menos a
probabilidade da sua intersecao.

P(F U G) = P(F) + P(C) - P(F n G)

Probabilidade e frequéncia relativa

Sabemos que uma experiéncia aleatoria pode ser repetida varias vezes.
Considera a seguinte experiéncia aleatdria: lancamento de uma moeda.
Qual é a probabilidade do acontecimento “sair cara”?
Tem-se:

.

O espag¢o amostra € {cara, escudo}. Se A={cara}, entao P(A): > =0,5.

Realizada varias vezes a experiéncia e registadas as frequéncias do
acontecimento “sair cara”, obtiveram-se os resultados constantes da tabela:
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NG
umero de , 1 5 | 10 | 20 | 50 | 100 | 200 | 500 | 1000

experiéncias realizadas

Frequéncia absoluta 1 1 6 10 23 63 105 237 | 449

Frequéncia relativa 1 0,2 0,6 0,5 0,46 | 0,63 | 0,525 | 0,474 | 0,479

Observando a tabela, podemos ver que a frequéncia relativa do
acontecimento “sair cara” tende a aproximar-se do valor 0,5 que € o valor

da probabilidade desse acontecimento.

A frequéncia relativa de um acontecimento ¢ um valor aproximado da
probabilidade desse acontecimento quando o niUmero de repeticdes
da experiéncia aleatdria é consideravelmente grande.

Exemplo:

Numa cidade de 100 000 habitantes fez-se um estudo para se saber
qual era a distribuicdo dos diversos grupos sanguineos. A experiéncia
aleatodria associada ao estudo consiste em escolher aoc acaso uma pessoa
gue ainda nao foi testada e determinar o seu grupo sanguineo. Foram
feitas analises a 1000 pessoas e obtiveram-se os seguintes resultados:

Grupo sanguineo

A

AB

O

N° de pessoas

350

116

22

512

1. Qual é a frequéncia relativa com que aparece cada um dos tipos de

sangue?

2. Com estas informacdes consegue-se saber qual € a probabilidade
exata de uma pessoa com sangue do tipo B? Porqué?

3. Ao escolhermos uma pessoa ao acaso na cidade, quais destas

afirmacdes sao verdadeiras?

(A): A probabilidade de ter sangue do tipo A é aproximadamente 35%.

(B): A probabilidade de ter sangue do tipo A é exatamente 35%.

(C): A probabilidade de ter sangue do tipo AB é cerca de 2%.
(D): A probabilidade de nao ter sangue do tipo O € de 51,2%.
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Resolucgao:

1. Como ja sabes calcular a frequéncia relativa, podes apresentar as
respetivas frequéncias numa tabela.

Tipo de sangue NUmero de Frequéncia Frequéncia
pessoas relativa relativa em %
A 350 350/1000 = 0,35 35
B N6 116/1000 = 0,116 1,6
AB 22 22/1000 = 0,022 2,2
©) 512 512/1000 = 0,512 51,2
Total 1000 1 100

2. Nao. Porque a frequéncia relativa de um acontecimento € um valor
aproximado da probabilidade do acontecimento considerado.

3. Sao as afirmacodes (A) e (C).

ATIVIDADES
1. Um saco contém nove bolas humeradas de 1a 9. Extrai-se, ao acaso,
uma bola do saco. Determina a probabilidade de sair:

1.1 A: “uma bola com um numero par”;

1.2 B: “uma bola com um ndmero primo”;

1.3 C: “uma bola com um numero inferior a 10";
1.4 AnB

1.5 AuB

2. Numa caixa ha 5 bolas azuis, 3 bolas vermelhas e 2 bolas amarelas.
Retira-se, sem ver, uma bola. Qual a probabilidade de:

2.1 A bola ser vermelha?

2.2 A bola nao ser azul?
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3. Na cantina da escola estao 20 alunos. Sabendo que 8 sao meninas,
indica a probabilidade de, ao escolher uma pessoa ao acaso,
escolhermos um rapaz.

(A): 60% (B): 0,4 (C): 12% (D): 12

4. Numa experiéncia aleatdria de um acontecimento A, sabe-se que
P(A) = 0,3. A probabilidade do acontecimento contrario de A é:

(A): 0,7 (B): 0,4 (C): 30% (D): 0,2

5. Ogrupoquerepresenta uma escola numadeterminadacompeticaoé
composto por: cinco jogadores de futebol, trés jogadores de andebol,
dois de basquetebol e um de voleibol. Ao escolher um jogador ao
acaso, qual a probabilidade de ele:

5.1 ser jogador de futebol?

5.2 ser jogador de andebol?

5.3 nao ser jogador de basquetebol?

6. O grafico seguinte representa a frequéncia dos alunos, de uma
escola basica, por ano de escolaridade.

Frequéncia por ano de escolaridade
= 12ano

= 22 ano
32ano

42 ano

m 52ano

= 62 ano

Se escolhermos ao acaso um aluno da escola, qual a probabilidade de ele:

6.1 ser do1°ano?
6.2 ser do 4° ano?
6.3 ndo ser do 3°ano?

6.4 ser do 2° ciclo do ensino basico?

&
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UNIDADE 2

GEOMETRIA € MEDIDA I

CONTEUDOS:

Figuras planas e sélidos geométricos

Decomposicao de poligonos
em triangulos e quadrilateros
Convexos.

Teorema de Pitagoras e suas
demonstragoes.

Aplicagdes do teorema de
Pitagoras.

UNIDADE 2. Geometria e Medida | E

OBIJETIVOS:

e Compor e decompor um poligono em
triangulos e quadrilateros e relacionar en-
tre si as figuras obtidas.

e Obter figuras por composicao e decom-
posicao de outras.

e Resolver problemas, relacionando entre si
propriedades das figuras geomeétricas.

® Inventar/criar puzzles geométricos.

e Decompor um triangulo por uma media-
na e um triangulo retangulo pela altura
referente a hipotenusa.

e Demonstrar o Teorema de Pitagoras.

® Resolver problemas no plano e no espaco,
aplicando o teorema de Pitagoras, recorren-
do a calculadora sempre que aconselhavel.
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DECOMPOSICAO DE FIGURAS PLANAS

DECOMPOSICAO DE POLIGONOS EM TRIANGULOS E
QUADRILATEROS

O Tangram chinés é um puzzle famoso e muito popular. E um
guadrado composto por sete partes, sendo cinco tridngulos e dois
quadrilateros, todos coloridos, como podes observar.

Com as pecgas do Tangram podemos construir, por
composicao e decomposic¢ao, varias figuras, como
por exemplo, a figura ao lado.

ATIVIDADES

1. Constréi, em cartolina, o teu Tangram e recorta as sete pecas.

2. Utiliza a tua imaginacao para construires outras figuras com
todas as pecas.

3. Que concluis relativamente as areas das figuras obtidas?

Decomposicao de figuras

Suponhamos que queriamos saber qual a area da figura seguinte:
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O problema pode ser resolvido decompondo a figura em outras
figuras cuja area sabemos calcular rapidamente. Basta repararmos
gue afigura dada é composta por dois quadrados e um triangulo g,
assim, o problema reduz-se ao calculo das areas desses poligonos:

A drea da figura serd a soma das areas dos trés poligonos
considerados.

Neste caso, tomando um [ | quadrado da grelha como unidade
de area, podemos dizer que a area é:

A=6+16+9=23]

Qualquer poligono pode ser decomposto em triangulos e quadrilateros.

Areas de triangulos e quadrilateros

As areas dos poligonos podem obter-se a partir das areas de
outros poligonos, por composi¢ao ou decomposicao, utilizando as
formulas para o calculo de areas estudadas anteriormente.
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Recorda que:

Figuras geomeétricas Areas
Triangulo
Asza
‘ 2
b
Quadrado
l
Retangulo
- o
a
b
Paralelogramo
' e
b
Trapézio
b
(B+b)><o
2
B
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Relativamente ao losango, podemos verificar que a sua area € igual
a metade da area do retdngulo, cujas medidas dos lados sao as
respetivas diagonais do losango.

Considerando o retangulo [GHIJ] da figura, a sua area é:

A=Dxd ,logo, aareadolosango é A= D;d .

DECOMPOSICAO DE UM TRIANGULO POR UMA MEDIANA

Recorda que:

¢ Maediana de um tridngulo ¢ um segmento de reta que une um
vértice ao ponto médio do lado oposto.

e Todo o triangulo tem trés medianas e o ponto de intersecao
dessas medianas chama-se baricentro do tridngulo.

e Altura de um tridngulo em relacdao a um lado é o segmento
de reta perpendicular tracado do vértice oposto a esse lado ou
0 seu prolongamento.

Considera o triangulo [ABC] e nele definido a mediana [AD].

Repara que o triangulo considerado ficou decomposto em dois
triangulos com bases de igual comprimento, isto & BD=DC (D é o
ponto médio de [BC]).

Como, para além disso, os dois triangulos tém a mesma altura em
relacao a essas bases, resulta que a area do triangulo [ABD] é igual
a area do triangulo [ADC].

Entdo, podemos afirmar que uma mediana divide um triangulo
em dois triAngulos equivalentes (com a mesma area).

DECOMPOSICAO DE UM TRIANGULO RETANGULO PELA
ALTURA REFERENTE A HIPOTENUSA

Num triangulo retangulo, os lados perpendiculares entre si
designam-se por catetos e o lado oposto ao angulo reto designa-
se por hipotenusa.

B

7
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Hipotenusa

D

Considera agora o triangulo retangulo [ABC] da figura ao lado.

. B Por observacao, verificas que se tragcarmos a altura

Cateto

32

relativamente a hipotenusa ([CD]), o triangulo
considerado fica decomposto em dois outros
triangulosretangulos. Medindo oscomprimentos dos
lados dos dois triangulos concluis que os triangulos
[ABC], [ADC] e [DBC] sao semelhantes entre si.

Determina as areas desses trés triangulos.
Qual é a sua relagao?

Repete o exercicio, considerando outros triangulos retangulos.
ATIVIDADES

1. Determina a area dos poligonos dados nas figuras seguintes.
Comecga por decompod-las em poligonos cujas areas saibas
calcular.

11 U 1.2

2. Calcula a area de cada uma das figuras seguintes,
considerando que cada quadricula tem 1 cm de lado.

2.1 2.2

A
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3. Determina a area das figuras seguintes.

3.1 3.2

4dm

4. Calcula a area de cada uma das figuras seguintes.
Todas as medidas sao expressas em cm.

4.1 4.2

[y
N

4.3 4.4

5. Observa as figuras e calcula as dimensdes desconhecidas.
Recorda que:1a =1dam?

1ha=1hm?

5.1 5.3

16m

Q

10 o/
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TEOREMA DE PITAGORAS

Pitagoras de Samos nasceu na primeira metade do século VI a.C,
na ilha Egeia de Samos, situada muito perto de Mileto.

Depois de numerosas viagens (Egito, Babilénia, etc.), regressou
a sua ilha natal, tendo-se fixado, posteriormente, na Italia do Sul,
mais precisamente em Crotona. Foi ai que fundou uma escola,
designada por Escola Pitagdrica. Esta escola era uma academia
onde estudavam a filosofia, a matematica e as ciéncias naturais.

Ao nome Pitadgoras esta ligado um teorema célebre — Teorema de
Pitagoras.

Um teorema € uma afirmacado (proposicdao ou condi¢cdo) cuja
veracidade necessita de ser demonstrada.

E constituido por duas partes, a hipétese e a tese.

A hipétese € o conjunto das condicdes aceites como verdadeiras e
a tese, consequéncia da hipotese, é a conclusao que se quer provar,
tendo em conta a hipotese.

Demonstrar um teorema é chegar a conclusdo de gque a tese é
verdadeira, partindo da hipdtese e de outras proposicdes verdadeiras.

DEMONSTRACAO GEOMETRICA DO TEOREMA
DE PITAGORAS

ATIVIDADE

Desenha, noteu caderno,doisquadrados,C, e C , geometricamente
iguais como mostram as figuras 1 e 2.

Em cada um deles, tragca quatro triangulos retangulos também
geometricamente iguais, sendo a a medida do comprimento da
hipotenusa, b e ¢ as medidas dos comprimentos de cada um dos
catetos, todas expressas na mesma unidade de medida.
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b c
a
¢ Q |c
a
b Q, b
. b c .
Fig.1 Fig. 2
C, C

Certamente, verificaste que os quatro triangulos da figura 1tém a
mesma area que os quatro tridangulos da figura 2.

Como os quadrados C, e C, tém a mesma area e COmo as somas
das areas dos triangulos sdo iguais nos quadrados C, e C, . entdo, a b a
area do quadrado Q1 € igual a soma das areas de Q2 e Q3~

Areade Q =a?

Area de Q, =b" % = b2 + 2

Areade Q,=c’

Teorema de Pitagoras

Teorema de Pitagoras

Num triangulo retangulo, o quadrado da medida do comprimento da

hipotenusa € igual a soma dos quadrados das medidas dos comprimentos
dos catetos.

a?=pb?+c?
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APLICACOES DO TEOREMA DE PITAGORAS

Exemplo 1

Observa as figuras seguintes e determina o valor de x.

1.1 1.2 1.3
8cm X

5cm 5cm
3cm

Resolucao

Vamos aplicar o teorema de Pitagoras.

11 X*=5"+12° © x*=25+144 & x* =169

Aplicando a definicdao de raiz quadrada de um numero nao
negativo, temos:

X =~169

X =13cm

12 52=3’+x*=25=9+x* = 25-9=x> =16 = x>

o x=16

S X=4Ccm
13 x*=9°+6°x*=81+36 = x* =117

& x =7

Recorrendo a uma calculadora, e apresentando o resultado com
duas casas decimais, temos:

x =10,82 cm
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Exemplo 2

Num triangulo [ABC], sabe-se que:
E:lr cm, R:7 cm e &:5 cm.

Verifica se o triangulo [ABC] é ou ndao um triangulo retangulo.

Resolucao
Se o triangulo for retangulo, o maior lado é a hipotenusa e

verificar-se-a o teorema de Pitagoras.

Entao:
7 =4+ 5
49=16+25
49 =41

A proposicao é falsa, logo ndo se verifica o teorema de Pitagoras.

Portanto, o triangulo [ABC] nao é retangulo.

Um triangulo, cujas medidas dos comprimentos dos lados sejam
a, b e ¢ tais que a*=b?+c?, é retdngulo no vértice oposto ao lado

de medida a.

Curiosidade

(X, ¥, Z) € um terno pitagodrico se X, y e z sao numeros naturais e

verificam a condicao:
zZ?2=x’+y’

=
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Teorema de Pitagoras e areas

ATIVIDADE

Observa a figura e indica a area

de cada um dos quadrados
representados. (\\)& 9
(2 Q)
oV =
\Q O
Relaciona a area do quadrado catet

Mmaior com as areas dos dois outros
quadrados menores. Que concluis?

Certamente concluiste que:

Num triangulo retangulo, a area do quadrado construido sobre a
hipotenusa é igual a soma das areas dos quadrados construidos
sobre os catetos.

Exemplos

Para cada uma das figuras seguintes, determina a area dos
quadrados A, Be C.

1.2 1.3

®

\ >

3cm

4cm

Resolucgao Zcm
1.1 Areade A :(3+2) cm’=5cm?
1.2 Areade B :(13—32) cm?=4 cm?

1.3 Areade C =(42 +32) cm?=25cm?
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O teorema de Pitagoras também pode ser utilizado para resolver
problemas de geometria no espaco.

Uma das suas aplicacdes € no calculo do comprimento da
diagonal de um poliedro.

Diagonal de um poliedro ¢ o segmento de reta definido por dois
vértices desse poliedro, ndo pertencentes a mesma face.

U T
Diagonal de um paralelepipedo retangulo. :
Um paralelepipedo retangulo tem quatro diagonais, como se R S
pode ver na figura: Qi ZON T p
[MT], [INU], [PR] e [QS] M N

Representando as dimensdes do paralelepipedo por g, b e ¢, sendo
D a medida do comprimento de uma diagonal do paralelepipedo e
d a medida do comprimento da diagonal de uma face, tem-se que:

A[I—?MP] é retdngulo em M g, pelo teorema de Pitagoras,
D*=d’+c” (1)

A[MNP] é retanguloem N g, pelo teorema de Pitagoras,

d*=a*+b*

Substituindo na igualdade (1) d? por a®+b?, temos:
D?>=a*+b”+c?

Num paralelepipedo retangulo de dimensodesa, b e ¢, e diagonal D,
tem-se que: D* =g’ + b’ +¢?

No caso de o paralelepipedo ser um cubo, qual é a relacao entre a
medida do comprimento da diagonal e a medida do comprimento il
do lado? — sl
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Exemplo

O senhor José é um construtor e tem camides para transporte de
material. Com o camiao representado na figura abaixo, qual é o
comprimento maximo das vigas que é possivel transportar?

Resolucao

O comprimento maximo que a viga pode ter € o comprimento da
diagonal do paralelepipedo.

Como: D?’=a*+b*+c? ,sendoaq, b e casdimensdes do
paralelepipedo, temos:

D?=(5,5) +(14) +(25)

D? =30,25+1,96+6,25

D? =38,18

D= \/ﬁ com duas casas decimais
D=6,18 m

O comprimento maximo da viga que é possivel transportar é
cerca de 6,18 m.
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ATIVIDADES DE CONSOLIDACAO

1. Para cada um dos triangulos retangulos seguintes, determina a medida da hipotenusa:

1.2 8 cm 1.3
6cm7 12 ¢

2. Para cada um dos triangulos seguintes, determina a medida desconhecida:

1.1

9cm

2.1 2.2 16 cm 23
20 ecm
3. Determina o valor de x em cada uma das figuras:
3.1 3.2 3.3
5 e 25 em e 35 em
A Zm X cm
T em AT em A {3m
3.4 o 3.5 oo

2,5m 6,8 m

@ em

1 =

4. Para cada uma das figuras seguintes, calcula as areas dos quadrados A, B e C:

4.1
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8cm 10cm

6cm

A

42

5. Na figura esta representado um triangulo retangulo [ABC] com
um tridangulo equilatero sobre cada um dos seus lados.

5.1 Calcula as areas das superficies coloridas e verifica a relagao
gue existe entre as areas dos triangulos equilateros construidos
sobre cada um dos lados do triangulo [ABC].

5.2 Experimenta construir outros poligonos regulares sobre cada
um dos trés lados de um triangulo retangulo.

Calcula as areas dos trés poligonos e relaciona-as.

6. Dos seguintes ternos de numeros, identifica os que podem ser
comprimentos dos lados de um triangulo retangulo.

6.1 (3; 4; 6) 6.2 (16; 30; 34) 6.3 (2,5;1,5;2)

6.4 (56; 33; 65) 6.5 (50; 21;13) 6.6 (72;97; 65)

. ) 8cm
7. Observa a figura e determina:

. 10cm
7.1 A altura do trapézio.

7.2 A area do trapézio.
16 cm

8. Determina o comprimento:

8.1 Da diagonal de um quadrado de 5 cm de lado.

8.2 Da diagonal de um retangulo de 20 m de base € 24 m de
altura.

8.3 Do lado de um quadrado cujas diagonais medem 16 dm.

8.4 Da altura de um triangulo isdsceles de 24 cm de base, e para o
qual os lados iguais tém 15 cm de comprimento.
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9. Calcula a adrea das seguintes figuras coloridas (a unidade de
comprimento € o centimetro).

9.1 9.2

A diagonal do quadrado tem 10 cm.

10. Observa a figura ao lado. A Joana vive no local A e vai as
compras num minimercado no local C. Tem as alternativas: ou
vai na estrada com a forma de um semicirculo; ou na estrada
gue passa pela casa da tia, no ponto B. Para percorrer a menor
distancia, qual dos percursos deve escolher?

1. Uma sala de aula tem 10 m de comprimento por 7 m de
largura e 3 m de altura. Na sala, encontram-se duas abelhas.
Qual é a distancia maxima a que as abelhas se podem
encontrar uma da outra?

12. A figura ao lado representa um cubo com aresta igual a 6 cm. [ B
Determina: - . -
12.1 O comprimento da diagonal do retangulo [ABCD]. L: o
6cm

12.2 A area do retangulo [ABCD].

12.3 O volume do cubo.

13. A figura ao lado representa uma caixa com a forma de um
prisma quadrangular. Verifica se é possivel colocar um lapis de S c
17 cm de comprimento, na posi¢cao [AC]. 6cm
14 cm B
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NUMEROS € OPERACOES

CONTEUDOS:

Nocao de numero
irracional.

e Nocao de numero real.

e O conjunto dos numeros
reais.

e Aretareal
® Relacdaode ordemem R.

e \Valores aproximados de
ndmeros reais.
e Operagdesem R:
— Adicao algébrica;
— Multiplicagao e divisao
de radicaiscom o
mesmo indice.

UNIDADE 3. Numeros e Operagoes @

OBJETIVOS:

[dentificar um nUmero real, como um numero
Cuja representacao decimal € uma dizima finita
ou infinita periédica, no caso racional e infinita
nao periddica, no caso irracional.

Representar numeros reais na reta real, com
aproximacdes apropriadas aos contextos.

Comparar numeros reais.
Ordenar nUmeros reais.

Compreender e utilizar a transitividade das rela-
cohes<e>emR.

Determinar valores aproximados por defeito e
por excesso da soma e do produto de numeros
reais, conhecidos valores aproximados por defei-
to e por excesso das parcelas e dos fatores, respe-
tivamente.

Efetuar operacdes com ndmeros reais.

Resolver problemas e investigar regularidades,
envolvendo numeros racionais e reais.

Realizar atividades de forma autdonoma, respon-
savel e criativa.

Desenvolver a autoconfianga.
Criar habitos de trabalho e de persisténcia.

Ser capaz de confrontar as suas ideias, justifican-
do as suas opinides, mostrando-se capaz de racio-
cinar e de comunicar em contextos numeéricos.
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NUMEROS RACIONAIS - REVISOES

Para iniciar esta unidade, vais recordar o estudo feito sobre o
conjunto dos numeros racionais.

a

Um numero racional pode ser representado na forma =, sendo

a e b numeros inteiros relativos e b diferente de zero.

Exemplos de numeros racionais:

l’O’_glJE'z
z 2' 74 3

O conjunto dos nUmeros racionais representa-se por Q.

Qualquer numero racional pode ser representado por uma dizima
finita ou por uma dizima infinita periédica.

Exemplos de dizimas finitas

002 2. 1. g
3 4

Exemplos de dizimas infinitas periédicas

g; 0,(3); -2,03(5)

ATIVIDADES

1. Determina as dizimas que representam os seguintes nimeros
racionais e classifica-as, indicando o respetivo periodo, no caso
de serem infinitas periédicas:

31

12 2 13 2
3 33

11

GIES

2. Escreve, sob a forma de fracao, as seguintes dizimas:

2.1 -06 2.2 5,(4)
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NUMEROS IRRACIONAIS. NUMEROS REAIS

Problema

Determinaamedidadocomprimentodadiagonalde um quadrado, X 1
sendo o comprimento do lado igual a unidade.

Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:
X=TiPex’=2ox=12
\/5 € um numero racional?

Para ser um nUmero racional, devem existir dois ndmeros inteiros
aeb (bth),taisque\E:%-

. 2
Se\/E = %, entao (\/E) :[%) onde, por definicdo de raiz quadrada
de um numero nao negativo e das operacdes com poténcias,
podemos escrever:

2= oop2=q

bZ

De acordo com as medidas do quadrado representado, ao
substituirmos a e b pelos seus valores, verificamos que 2x 1 #1* .

Substituindo agora a por 3 e b por 2, verificamos que:
2x 3% #2?

Verifica para outros valores inteiros nao negativos (pois trata-se de
medidas de comprimento).

Certamente concluiste que a e b nao existem, logo, nao € possivel

escrever 42 na forma %

\/5 Nnao é um ndmero racional, ¢ um namero irracional.

=
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Retomando o problema inicial e representando o
guadrado na reta numérica, obtemos a figura ao lado.

48

C >~ B
/ N Os segmentos [OB] e [OA] sao incomensuraveis, isto €,
I
E‘ 5 J ' :,") nao é possivel representar as suas medidas como razao
0 ) 1 entre dois nUmeros inteiros.
Ponto Ponto

irracional

irracional Relativamente a figura, o ponto D é talque OD=08B, cuja

abcissa, \E nao € um numero racional. Entao, pode-se
dizer que o ponto D é um ponto irracional.

O ponto E, simétrico do ponto D relativamente a origem, também
€ um ponto irracional.

® Ponto irracional é um ponto cuja abcissa € um
ndmero irracional.

e O simétrico, relativamente a origem, de um ponto
irracional também é um ponto irracional.

Como sabes, qualguer numero racional, pode ser representado por
uma dizima finita ou por uma dizima infinita periédica.

Relativamente ao ndmero \/E gue javimos,é um numeroirracional
e, recorrendo a uma calculadora, podemos verificar que este pode
ser representado por:

V2 =14142135624...
que é uma dizima infinita nao periddica.

Existem outros nUmeros irracionais, como por exemplo,

V3,45, ...

Assim,

J3=17320508...
J5=223606798. ..
7 =3,1415926536...

sao também dizimas infinitas nao periédicas.
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Ao conjunto reuniao do conjunto dos ndmeros racionais com o

conjunto dos numeros irracionais da-se o nome de conjunto dos
numeros reais e designa-se por R.

Qu {ndmeros irracionais} =R

Temos, entdo, como principais conjuntos NnuMéricos:

N= {numeros noturois} = {1, 2,3, 4,5 }

Z= {nL’lmeros inte/'ros} = {, -3,-2,-1,0,1 2, 3,...} = {X x=a-b,a, beN }
Q= {nameros racionais} ={X:X= %, a,beZ ,b#0

R

Qu {nL’lmeros irrocionois}
Assim,
NcZcQcR.

Existem outros subconjuntos de R, nomeadamente:

R* = {ndmeros reqis ,oositivos}

R = {m]meros reqis negativos}

R; = {ndmeros reais ndo negotivos}
R, = {m]meros reais ndo positivos}

A reta real

Com a inclusao dos nudmeros irracionais, a reta numérica passa a
chamar-se retareal. A cada ponto da reta real corresponde um ndmero
real e a cada numero real corresponde um ponto na reta real.

Entao,

ponto da reta real «x» ndmero real (abcissa do ponto)
e, reciprocamente,
Nnumero real « ponto da reta real
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Consideremos a reta real e sobre ela os pontos A, B, C, D e E cujas
abcissas sdo nUmeros reais:

A\J\\/E B\J\—\/E

Cu\/g Dwx -3

5

Exwx =

Para representar JE na reta real consideramos um triangulo
retdngulo cujos catetos tém comprimento 1 e a hipotenusa tem
comprimento JE Para marcar \/g consideramos um triangulo
retdngulo cujos catetos medem \/E e 1, respetivamente.
A hipotenusa desse triangulo mede \/g

e

‘ ’ NN
/ s
’ .r’ \/Q N I\\
] ’ LA "\ LI
! / AV \I v
I i L 1 \l \
o o3 a4
I 34 ! [
I ! s ! 1 i
T T T T T ¥ T T T T
-5 -4 -3 -2 7\/5 -1 0 1 \/5 V{E 2 E 3 4
D B (0] A C
ATIVIDADES

1. Considera o conjunto A=

_21 éy _Hy T, \/g 1_\/5 yO 1E
5 3 2
Dos elementos do conjunto, indica:

1.1 0s que sao numeros racionais;

1.2 os que representam dizimas infinitas nao periddicas;

1.3 os nUmeros reais nao positivos.
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2. Completa, utilizando os sinais € ou &, de modo a obteres
afirmacdes verdadeiras:

21 6N 22 -3.N 2.3 2?..@

24 25 .7 25 J04 - N be M5 Q
0 v

27 -1 Q 28 R, 29 -i(6)-R

3. Diz, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes
afirmacdes:

3.1 todo o numero real é racional;
3.2 todo o nUmero natural é inteiro;

3.3 todo o nUmero real é irracional.

4. Observa a figura ao lado.

4.1 Se h=1, aabcissa do ponto A é racional ou / 5

irracional? h
4.2 Indica um valor para h, de modo que a abcissa —a . . I:LA—>
do ponto A seja um numero inteiro. 0 3

RELACAO DE ORDEM EM R

ATIVIDADE

Representa, na reta real, os pontos A, B, C e D de abcissas,
respetivamente, \/5 , —\/E , % , —\/E

Vv

-1 0] 1
A partir da representacao desses pontos, vais agora escrever os
numeros por ordem crescente.

De uma forma geral, dados dois pontos A e B de abcissas a e b,
respetivamente, na reta real representada abaixo

A B

@ T T T ®

WV
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podemos afirmar que b € maior que a porque o ponto B se situa a
direita do ponto A.

Dados dois numeros reais a e b, correspondentes as abcissas dos
pontos A e B, respetivamente, pode ocorrer uma e uma so das trés
possibilidades:

e 0=b.0Os pontos A e B coincidem.
A=B
a=b>b

N\ 4

* a>b .0 ponto A esta a direita de B.
B A
a b

N\ 4

e b>a .0 ponto Bestd a direita de A.

A B
a b

N\ 4

Propriedades da relacao de ordem em R

Propriedade tricotémica

Dados dois numeros reais quaisquer, a e b, tem-se um e um so6
dos seguintes casos:

iya=b; ii)a>b; iii)b>a.
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Propriedade transitiva

Se a>beb=>c,entdoa > c, quaisquer gue sejam os nUdmeros
reaisa, b e c.

N\ 4

Operacoes em R

As operacgdes e as respetivas propriedades estudadas no conjunto
dos nUmeros racionais estendem-se ao conjunto dos numeros
reais, isto &, permanecem validas neste conjunto.

Quando nos calculos surgem ndmeros irracionais, estes podem ser
substituidos pelos seus valores aproximados, em forma de dizimas.

Adicao algébrica

Exemplo 1

Calculo de 3442

Como \/5:1,414--- (dizima infinita nao periddica), 1,4 e 1,5 sao
valores aproximados as décimas de \/E , respetivamente, por

defeito e por excesso, logo podemos escrever:
14<v2 <15
3+14<3+42 <3+15,0onde

e 4,4 € o valoraproximado por defeito as décimas da soma

3+\/§.

e 4,5 ¢éovaloraproximado por excesso as décimas da soma

3+\/§.

Do mesmo modo, podemos calcular os valores aproximados por
defeito e por excesso, as centésimas e as milésimas, dasoma 3+\/§ .
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Exemplo 2

Calculo de 7++/5
Sabendo que 7w=314l--- e \E =2,23606---, € considerando os
valores aproximados por defeito e por excesso as centésimas, de
cada uma das parcelas, podemos escrever:

314<m<315

2,23</5 <2,24

Adicionando, temos: 3,14+2,23<7r+\/g <3,15+2,24

ou seja, 5,37<nm++5 <5,39

e 537 ¢é ovaloraproximado as centésimas por defeito da soma
7 +5 .

e 539 ¢é o valor aproximado as centésimas por excesso da soma
7 +5 .

Calcula agora os valores aproximados por defeito e por excesso, as
décimas e as milésimas, da soma considerada.

Multiplicacao

Exemplo

Calculo de 2x+/7

Sendo \/; =2,6457...

e 2X%X2,6=572 éovaloraproximado por defeito as décimas do
produto ZX\/;.

o 2X%X2,7=54¢é ovaloraproximado por excesso as décimas do
produto 2><\/;.

Por simplificagcao da escrita, 2><\/; € 0 mesmo que Zﬁ .
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Como determinar o valor exato de Zx/g +343 ?

Tendo em conta a propriedade distributiva da multiplicagao
em relagcao a adi¢ao, temos

2V3 +3V3=(2+313 =53

Exemplo:

Calcula o valor exato de cada uma das expressoes:

1. 5J2-32
2. W3+2(3-443

Resolucao:

1 52-3V2=(5-3)x2=2\2
2. W3+n3-43=(7+2-43=5/3

ATIVIDADES DE CONSOLIDAGCAO

1. Marca na reta real dois numeros reais x e y, tais que:

1.1 XZ\/E 1.2 y<\/g

2. Escreve um valor aproximado as décimas do numero irracional:
2.1 \/; (por defeito) 22 \7-4 (por excesso)

2 .
23 /5 +\/; (por excesso) 2.4 ﬂXg (por defeito)

3. Indica o valor l6gico das proposicoes:

3.1 3,141 é um valor aproximado as milésimas por defeito de 7.

3.2 O,(3) € um valor aproximado as décimas de % i

3.3 10712 = 12410 -
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4. Completa as afirmacdes seguintes, utilizando um dos
simbolos > ou <, ou numeros, conforme os casos, de
modo a obteres afirmacdes verdadeiras.

4.1 Sabendoque x<y:

410 x+3..y+3 412 x-3..y-3
413 y+13.x+13 414 y-13..x-13
4.2 Sabendo que x> -7:

421 x+3>.. 422 X+2..-1 423 x-..>-5

4.3 Sendox<0ex>y,entdo | x|..|y|

4.4 Sendox>0ex<y,entdo |x|..|y|

5. Indica 0 menor numero natural, a, tal que:

51 a>+40 52 g>+130

6. Simplifica cada uma das seguintes expressoes:

61 342 +242 —8v2 4352

6.2 46 +9V6 —20V6

63 243-3 3+%ﬁ

7. Verifica que sendo x e y dois nUmeros reais nao negativos
temos:

Vxxy =x <y

y#0

o S5

1

< |x

71 x=16 y=4
72 x=03% e y=0°9
7.3 x=5 e y=2
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8. Calcula:

81 J50x+2 82 3xy27 83 +16xy10
J18 J500 J3

8.4 Y= 8.5 8.6 >
J5

V2 J363

9. Considera uma circunferéncia de raio 15 cm.

9.1 Qual é o valor exato do perimetro dessa circunferéncia?

9.2 Indica um valor aproximado as décimas desse perimetro.

10. Usando valores aproximados as centésimas, calcula entre que
valores se situa o perimetro e a area de cada uma das figuras.

10.1 10.2

10.3 10.4
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UNIDADE 4

ALGEBRA

CONTEUDOS:

1. Sequéncias numeéricas

e Termo geral de uma sequéncia
numeérica.

® Representacao.

2. Relacgdes binarias

e Produto cartesiano de conjuntos.

® Relagdes binarias entre dois conjuntos.

® Representacao em diagrama sagital,
em grafico cartesiano e em tabela.

e Propriedades das relacdes binarias
definidas no conjunto.

e (lassificacao.

® Relacdes de ordem.

e Relac¢des de equivaléncia.

® Relagdes identidade.

® Relagao inversa.

e Composicao de duas relagdes.

e Relacgdes funcionais.

UNIDADE 4. Algebra @

Funcdes
Conceito de funcgao.

Representacao de fungdes através de
diagramas, tabelas, graficos e expressoes
algébricas.

Conjuntode partida,conjuntode chegada,
dominio e contradominio de uma funcao.

Propriedades das funcdes.
Classificacao das funcgdes.
Composicao de funcodes.
Funcodes linear e afim.

Proporcionalidade direta e inversa como
funcodes.
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OBJETIVOS:

60

Compreender a nocao de termo geral de
uma sequéncia numeérica.

Representar o termo geral de uma se-
guéncia numérica, usando simbolos ma-
tematicos adequados.

Determinar o termo geral de uma se-
guéncia numeérica.

Determinar os termos de diversas ordens
a partir do termo geral de uma sequéncia
numérica.

Formar o produto cartesiano de dois con-
juntos dados e calcular o respetivo cardinal.

Identificar entre correspondéncias, apre-
sentadas em diferentes contextos e de di-
versas formas, aquelas que representam
relacdes binarias.

Identificar, numa relacao, os principais
elementos (dominio, contradominio, ob-
jetos, imagens).

Representar relacdes por diagrama sagi-
tal, em grafo, em tabela e em grafico car-
tesiano.

Identificar as propriedades das relagdes
binarias definidas num conjunto.

Classificar relacdes binarias definidas no
conjunto: relacdes de ordem e relacdes de
equivaléncia.

Identificar relacdes idénticas e inversas.

Realizar a composicao de duas relagodes.

Reconhecer relagdes funcionais.

Resolver problemas que envolvem rela-
¢oes binarias.

Compreender o conceito de funcao
como relagcao entre variaveis e como

correspondéncia entre dois conjuntos,
utilizando as suas varias notacoes.

Identificar e assinalar pares ordenados
no plano cartesiano.

Analisar uma funcao a partir das suas
representacoes.

Interpretar a variacao de uma funcao
representada por um grafico, indican-
do intervalos onde a funcao seja cres-
cente, decrescente ou constante.

Analisar situagcdes de proporcionalidade
direta e inversa como fungdes do tipo:
y=kxey= % (k # 0), respetivamente.

Representar algebricamente situacdes
de proporcionalidade direta e inversa.

Representar grafica e algebricamente
uma funcao linear ou afim.

Representar funcdes através de diagra-
ma sagital, tabelas, graficos e expres-
soes algébricas.

Identificar fungdes afins.

Interpretar e construir tabelas e grafi-
cos de funcgdes afins.
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SEQUENCIAS NUMERICAS

TERMO GERAL DE UMA SEQUENCIA NUMERICA

No 7° ano, estudaste varios tipos de sequéncias como, por
exemplo, as sequéncias numeéricas.

Exemplos:

e 10, 20, 30, 40, 50, 60, ... sequéncia dos multiplos de 10

e 15,20, 25, 30, 35, 40 sequéncia dos multiplos de 5 maiores que
10 e menores que 45

Uma sequéncia numérica ou sequéncia de niumeros ¢ uma lista
ordenada de numeros.

Cada numero da lista € chamado termo da sequéncia e a ordem
do seu lugar na lista diz-se a ordem do termo.

Na sequéncia 10, 20, 30, 40, 50, 60, ..., diz-se que:

e O primeiro termo da sequéncia € 10, ou seja, o termo de ordem
1€10:
10=10xT1

e o segundo termo da sequéncia é 20, ou seja, o termo de ordem
2 é20:
20=10x 2,

e o terceirotermo da sequéncia € 30, ou seja, o termo de ordem
3 ¢é 30:
30 =10 x 3.

Pela regularidade, o termo de ordem n €10 x n ou 10n, que também
se designa por termo geral ou regra de formag¢ao da sequéncia.
A partir do termo geral, pode-se calcular o termo de qualquer
ordem da sequéncia.

O termo geral, ou termo de ordem n, desta sequéncia numeérica,
também pode ser representado da seguinte forma: a =10n.
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Deste modo,

° q, € o primeiro termo;
° aq, € 0 segundo termo;

° a, € o terceiro termo.

O décimo primeiro termo da sequéncia considerada é

representado por g, sendo a, =10xT11=T10.

Exemplos:
1. Considera a sequéncia:
1, 4,9, 16, 25---

1.1 Indica o sétimo termo da sequéncia.

1.2 Escreve uma expressao do termo geral da sequéncia.

2. Considera a sequéncia cujo termo geral é bn =3n+1.

2.1 Determina o segundo e o décimo termo da sequéncia.

2.2 Verifica se 61 e 72 sdo ou ndo termos da sequéncia.

3. Considera as sequéncias de termo geral:

c =2n-1 e c/n =2n+1

3.1 Determina c2+d3.

3.2 Escreve, na sua forma mais simples, uma expressao de:

3.21 ¢ +d, 3.22 ¢, -d 3.2.3 ¢, xd,

n

Resolucao

1. De acordo com a sequéncia, temos:
O primeiro termo 1=13
O segundo termo 4 =22
O terceiro termo 9 = 3%
O quarto termo 16 = 42

O quinto termo 25 =52
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Entdo, o sétimo termo 49 =72 e o termo geral é dado por a = n°.
2.1 Sendo bn =3n+1,temos:
b,=3x2+1=7 e b =3x10+1=3]
2.2 6l é termo da sequéncia se existir um valor natural de n, tal que:
b =6l
Resolvendo a equacao, temos:

3n+1=6le 3n==61-1

< 3n=60

_60
3

on
< n=20

Como 20 é um numero natural, concluimos que 61 é o vigésimo
termo da sequéncia.

De igual modo se procede para 72:
b =72

3N+1=72=3n=72-1

= 3n="71
71
on=—
3

VA . .
Como = nao € numero natural, concluimos que 72 nao &€ termo

da sequéncia.

31 Sendo ¢ =2n-1e d =2n+1temos:
C,+d,=(2x2-1)+(2x3+1)
=3+7=10
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3.2.1 cn+dn :(2n—1)+(2n+1)
=2n-1+2n+1
=2n+2n-1+1

=4n

322 ¢ -d =(2n-1)-(2n+)

=2n-1-2n-1
=2n-2n-1-1
=2

3.2.3 c, xdn :(2n—1)><(2n+1)
=2NX2N+2nx1-1x2n-1x1
=4n°+2n-2n-1

=4n* -1

ATIVIDADES

1. Escreve oscinco primeiros termos de cada sequéncia, sabendo
que:

1.1 o primeiro termo é 3. Cada termo, a partir do primeiro, é obtido
do anterior adicionando 4 unidades;

1.2 o primeiro termo é 5. Cada termo, a partir do primeiro, € obtido
subtraindo 2 unidades;

1.3 o primeirotermo é 4. Cada termo, a partir do primeiro, é o dobro
do anterior;

1.4 o primeiro termo é 20. Cada termo, a partir do primeiro, &
metade do anterior;

1.5 o primeiro termo é 0. Cada termo, a partir do primeiro, é o
quintuplo do anterior.
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2. Considera as sequéncias:

a. =146, 64, -
b =37115--
c = 30,27,24,2], -
d = 24816,

n

Para cada uma delas, escreve os quatro termos seguintes e
explica a regra que utilizaste.

3. Observa o seguinte quadro:
NUmero 3 6 9 [ 12 |15

Termo 1° 2° | 3° | 4° | B°

3.1 Escreve uma expressao do termo

geral da sequéncia.
3.2 Determina o termo de ordem 50.

3.3 O numero 183 é termo da sequéncia? Justifica.

4. Escreve os cinco primeiros termos das sequéncias cujo
termo geral é:

41 a =3n-1 42 b =n’+1
4.3 cn=(r7+1)2 44 d =271
" 4n+4

5. A figura abaixo mostra os trés primeiros termos de uma
sequéncia geométrica. Cada nova figura é constituida
aumentando uma linha e duas colunas de quadrados.

5.1 Desenha a préxima figura da sequéncia.

5.2 Considerando que o primeiro termo da sequéncia corresponde
a uma quadricula, escreve uma férmula para determinar
O NnUmero de quadriculas que esta na posicao enésima da
sequéncia.
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6. Observa a sequéncia:

Completa o quadro.

N° de losangos 1 2 3 4 | = |10 | - n

N° de pontos 4

7. Considera os quatro primeiros termos de uma sequéncia onde
cada figurarepresenta um bando de aves. Cada ponto simboliza
uma ave. O numero de aves vai sempre aumentando.

Responde as perguntas seguintes, apresentando o teu raciocinio
por palavras, esquemas, calculos ou simbolos.

7.1 Quantos pontos tem a figura seguinte desta sequéncia?

7.2 Escreve uma regra que permite determinar o numero de
pontos de qualquer figura desta sequéncia.

7.3 Escreve uma expressao do termo geral desta sequéncia.

7.4 Quantos pontos tem a 100° figura (termo de ordem 100) desta
sequéncia?

7.5 Existe, nesta sequéncia, alguma figura com 76 pontos? Se
existir, indica a ordem gue |lhe corresponde.

7.6 Existe alguma figura nesta sequéncia com 125 pontos? Se
existir, indica a ordem gue |lhe corresponde.
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PRODUTO CARTESIANO DE DOIS CONJUNTOS

Considera o problema:

Para o lanche, a Paula tinha de escolher, para beber, leite ou cha e,
para comer, bolo, pizza ou sandes. De quantas maneiras diferentes
pode a Paula fazer o seu lanche, escolhendo uma bebida e um
acompanhamento?

Resolucao

Designando por A={chd, leite} e B={bolo, pizza, sandes}, podemos
representar a relacao definida do conjunto A para o conjunto B
pela expressao “x é bebida para acompanhar y”.

B bolo pizza sandes
A
cha (cha, bolo) (cha, pizza) (cha, sandes)
leite (leite, bolo) (leite, pizza) (leite, sandes)

Como podes observar na tabela, existem seis maneiras diferentes
de fazer o lanche.

A definicao extensiva dessa correspondéncia representa-se da
seguinte forma:

{(chad, bolo), (chad, pizza), (chag, sandes), (leite, bolo), (leite, pizza),
(leite, sandes)}, que se designa por produto cartesiano de A por B.

Dados dois conjuntos A e B, chama-se produto cartesiano de A
por B, que se representa por A x B, ao conjunto formado por todos
os pares ordenados (x,y) em que o primeiro elemento pertence
ao conjunto A e o segundo elemento pertence ao conjunto B.

AxB={(x, y):xeA e yeB}

No par ordenado (x,y), a ordem dos elementos nao pode ser
trocada, quer isto dizer que (X,y);t (y,x). Porqué?

Observa que (x,y) nao € o mesmo que {X,y}.

-
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Exemplo

Sendo A={1, 2, 3} e B={4,5}

AxB={(14),(1,5),(2 4),(25),(3 4),(3.5)}

BxA={(4,1),(4,2),(4 3),(51),(5. 2),(5 3}

1. #A=3: #B=2 e #(Ax5)=6
De uma forma geral, tem-se:

#(AxB):#Ax#B

2. O produto cartesiano de dois conjuntos nao é comutativo, isto é,
AxB#BxA, pois nao sao, em geral, conjuntos com os mesmos
elementos.

Caso B sejaigual a A, tem-se:

AxB=BxA=AxA=A? que se designa por quadrado cartesiano
de A.

Exemplo

A=1{1,23},

AxA=A?={1]1),(1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (31), (3,2), (3,3)}
#A2=32=9



ATIVIDADES

1. Considera os seguintes conjuntos:
M = {Paulo, Ricardo, Victor}
F ={Mércia, Sofia}

1.1 Determina o produto cartesiano de M por F.

1.2 Completa## (M x F) =

2. Define extensivamente:

21 2} x{2 3, 4} 2.2 {2,3,4} x{2)

3. Considera o conjunto A ={0, 3, 4}.

3.1 Define em extensao A2

3.2 Qual é o subconjunto de A2 constituido pelos seus pares
ordenados de termos iguais?

4. Completa, utilizando um dos sinais =, #,€ ec:

4.1 (1,5)..(5) 42 {12)..(01,2)
4.3 (1.0)..{0.0,0,2,0.3)} 4.4 {0 ,2))-{0.0),0,2),0,3)}

UNIDADE 4. Algebra
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RELACOES BINARIAS ENTRE DOIS CONJUNTOS

CORRESPONDENCIAS ENTRE CONJUNTOS

O Alberto enviou uma mensagem ao Pedro cujo teor é:

168839765235140

O Pedro nao compreendeu a mensagem e pediu ao amigo que o
ajudasse na descodificacao da mesma.

Para isso, o Alberto enviou-lhe o seguinte esquema, que contém a
chave, permitindo-lhe assim fazer corresponder a cada numero do
conjunto X, uma letra do conjunto Y.

Com estes dados, o Pedro descodificou a mensagem, como mostra
a seguinte tabela.

Mensagem |[1|(6|8|8(|3|9|7|6|5[2|3|5|1(4]|0

Chave C|O|R|R|IE|[S|P|OIN|D|E|N|C|I|A

Como acabaste de ver, foi estabelecida uma correspondéncia
entre o conjunto

X={0,1,2,3,4,5, 6, 7,8, 9}, conjunto de partida, e o conjunto

Y={A,C D,E,IN,QO,P, Q, R}, conjunto de chegada.
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No dia a dia, estabeleces muitas vezes correspondéncias entre
conjuntos sem dares por isso.

Exemplos de correspondéncias

Exemplo 1

Na tua turma, a cada aluno corresponde um ndmero natural.
Se o Ultimo aluno tem o ndmero 32, entdo hd 32 alunos na turma.

Neste caso, o conjunto de partida é o conjunto dos alunosda turma
e o de chegada, o dos numeros naturais.

Exemplo 2

Imagina o registo das temperaturas de uma crianca internada na
pediatria do hospital, durante cinco dias.

Dias 1° 2° 3° 4° 5°

Temperaturas 37°C 39°C 38°C 38°C 37°C

Podemos definir esta correspondéncia entre o conjunto dos dias
de internamento e o conjunto das temperaturas por um diagrama
de setas (diagrama sagital).

Considera os conjuntos A={2,3,4,5} e B=1{1, 4,9, 25}.

&
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Vamos estabelecer uma correspondéncia entre os dois
conjuntos, de modo a que cada elemento de A seja divisor de
um elemento de B.

Esta correspondéncia de A para B (A — B), que define uma relacao
entre os elementos de A e os de B, pode ser representada por um
diagrama de setas, no qual as setas partem do conjunto A para o
conjunto B.

Assim, a expressao “é divisor de”, é a propriedade que permite

relacionar um elemento x e A com um elemento y e€B, e define
uma relagao binaria entre os dois conjuntos.

A

-

Simbolicamente, utiliza-se a expressao xRy ou R(x, y) que
significa que x esta em relacao com y.

Usualmente, representam-se as relagcdes por letras maiusculas do
tipo: R,S,7T ...

Ja sabes que o conjunto A € o conjunto de partida e o conjunto B
€ o conjunto de chegada.

Aos elementos do conjunto A chamamos objetos e aos seus
correspondentes em B, imagens.

Assim, no exemplo,aimagem de 2 é 4 e aimagem de 3 é9.
Ao conjunto dos objetos, que € o mesmo que o conjunto de partida,

damos o nome de dominio da relacdo e ao conjunto das imagens
chamamos de contradominio da relacao.
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A mesma correspondéncia pode ser representada atraves da
condicao:

“x é divisor de y”,

cujas solucdes se obtém substituindo x pelos elementos de Ae y
pelos correspondentes elementos de B.

Assim, teremos:

e 2 édivisor de 4; e 4 édivisorde 4;

e 3édivisorde?9; e 5 édivisor de 25.

A condicao “x é divisor de y" tem, pois, varias solucdes.

Cada uma das solugdes pode registar-se sob a forma de um
par ordenado de numeros. Por exemplo, “3 é divisor de 9" pode
substituir-se pelo par ordenado (3, 9).

No parordenado (3,9), 0 primeiro elemento, 3, pertence ao conjunto
de partida e o segundo elemento, 9, pertence ao conjunto de

chegada.

A partir destas informacdes, podemos escrever as solucdes da
condicao “x é divisor de y” sob a forma de pares ordenados, isto &,

{2, 4), (3,9), (4, 4), (5,25)}, que se designha por grafo da relacao.

Observa que uma relacao binaria do conjunto A para o conjunto B
€ um subconjunto do produto cartesiano A x B:

{(2,4), (3,9), (4,4), (525)} c {(2.1), (2,4), (2,9), (2,25),(3,1), (3,4), (3,9), (3,25),
(4.1), (4,4), (4,9), (4,25), (51), (5/4), (59), (525)} =AxB
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Existem ainda outras formas de representar uma relagcao, como
por exemplo:

Tabela de verdade

Uma tabela de verdade é uma tabela de dupla entrada em que a
leitura é feita “linha por coluna”, assinalando com V a célula que se
encontra na intersecao da” linha x" com a “coluna y” se e somente
(X, y) pertence a relagao.

B
1 4 9 25
A
2 \Y
3 V
4 V
5 V

Por exemplo, o par (2,4) pertence a relagao; o par (3,1) nao pertence
a relacao.

Grafico cartesiano

O grafico cartesiano de uma relagcdo € o conjunto de pontos do
plano cartesiano que tem por coordenadas (x, y).

O primeiro elemento do par é a abcissa e o segundo € a ordenada.

Exemplo y

Considera agora os conjuntos
A={1,2 3eB={2 4 6} e uma
correspondéncia de A para B 51
definida por: “ x € metade de y".

As solucdes estao definidas no
grafo: {(1, 2), (2, 4), (3, ©)} cujo ol 41?2
grafico cartesiano é o que se
apresenta ao lado:

Y TSSO SRS

L e -
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RELACOES BINARIAS DEFINIDAS NUM CONJUNTO

Numa relacao binaria, pode acontecer que o conjunto de partida e
0 conjunto de chegada sejam iguais. Nesse caso, a relacao binaria
esta definida num sé conjunto.

Exemplo

Considera a relagao R dada pelo seguinte diagrama sagital:

A A

) |
J X

R

Diz-se, neste caso, que R € uma relacao binaria definida no
conjunto A.

O diagrama sagital, neste caso, pode elaborar-se de maneira mais
simples:

Exemplo

Considerando o mesmo conjunto A = {1, 2, 3, 4} e nele definida a
relacao binaria S, pela condicao “x € menor ou igual ay”, os pares
que verificam a relagcao S sao:

(11), (0,2), (1,3), (1,4), (2,2), (2,3), (2,4), (3,3), (3,4), (4.4)
A relacao pode ser representada em extensao por:

S ={(11), (1.2), (,3), (1,4), (2,2), (2,3), (2,4), (3,3), (3,4), (4.4)}

Repara que arelacao S € um subconjunto do quadrado cartesiano S
do conjunto A, isto é, S c A®.
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Podemos observar ainda que pertencem a relacao S todos os
pares de termos iguais: (1,1), (2,2), (3,3), e (4,4).

Por isso, no diagrama sagital, figuram correspondéncias, de 1 para
1,de 2 para 2,de 3 para 3 e de 4 para 4, gue se denominam lacetes.

ATIVIDADES

1. O conjunto
P ={Achada Igreja, Espargos, Assomada, St* Maria, Sal Rei}
representa algumas cidades cabo-verdianas e nele define-se a
relacao “x € da mesma ilha que y

1.1 Define em extensao a relacao (representando cada cidade pela
inicial do seu nome).
1.2 Representa a relacao por uma tabela de verdade.

1.3 Representa a relagao por um diagrama sagital.

2. Considera o conjunto A:{l 2,3, 4} e nele definida a relacao T
“x &€ multiplo de y".

2.1 Representa a relagao por um diagrama sagital.
2.2 Ha lacetes em todos os pontos da relacao. Porqué?

2.3 De todos os pontos partem setas para o elemento 1. Porqué?

PROPRIEDADES DAS RELACOES BINARIAS
NUM CONJUNTO

Umarelagao binaria,definida num conjunto A, pode terasseguintes
propriedades: reflexiva, ndao reflexiva, simétrica, ndo simétrica,
antissimétrica, transitiva e ndo-transitiva.

e Reflexiva: Se x R x para todos os elementos do conjunto A,
dizemos que R € uma relacgao reflexiva, isto €, todos os pares de
elementos iguais pertencem a relagao.

e Simétrica: Se para todo o par (X, y) € R tivermos:
XRYye y R x,ouseja,se (X,y) € R e(y,x) € R,dizemos que
R é simétrica.
Os pares ordenados (X, y) e (y, x) dizem-se inversos um do
outro.
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* Antissimétrica: Se x é diferente de y e x estd em relacdo com y,
entao y nao esta em relacdo com x, ou seja, se (X, y) € R, entdo
(v, x) ¢ R.Neste caso, dizemos que R € antissimétrica.

e Transitiva: Se, para todo o par (X, y) e R e para todo o par
(y, z) e R tivermos (X, z) e R ,dizemos que R é transitiva.

Considera as seguintes relacdes definidas no conjunto B = {1, 2, 3, 4}:

R=1{(11), (12), (1L4), (21), (2,2), (3,3), (4.1), (4,4)}
s={(11), (12), (21), (2.2), (3,4), (4.1), (4,4)}

Como podes observar, todos os pares de termos iguais pertencem
a relacao R, 0 que ja nao se verifica na relacao S ((3, 3) ¢ S). Por
esta razdo, diz-se que a relagdo R é reflexiva e S é nao reflexiva. R

Todos os pares que pertencem a relagao R tém inverso, isto é (1,2)
e (21); (1,4) e (41).

No diagrama sagital todas as setas tém retorno. Isto permite
concluir que a relagdo é simétrica.

Na relacao S, por exemplo, o par (3,4) pertence a relagao, mas o seu
inverso que € o par (4,3) nao pertence a relacao, por isso, a relacao
€ nao-simétrica.

S

Consideremos agora o conjunto {1, 2,3 4, 5} e a relacao 7 nele
definida por “x + y é par”.

Podemos verificar que (1,1), (3,5), (2,4) sao alguns dos pares da relagao.

O diagrama sagital é:

77



Matematica 8° ano

78

Observa que, sempre que existe uma seta de um primeiro elemento
para um segundo elemento e outra do segundo elemento paraum
terceiro elemento, existe uma terceira seta do primeiro elemento
para o terceiro elemento.

Por exemplo, 1 esta em relagao com 3 e 3 esta em relagao com 5,
entdo 1 esta em relagdo com 5.

T

Podemos concluir que a relacao 7 ¢é transitiva.

RELACOES DE EQUIVALENCIA

Considerando a relacao binaria 7  definida anteriormente
“x +y é par”, verifica-se que, para além de ser transitiva, ela é
reflexiva e simétrica. Neste caso, diz-se que 7 ¢é uma relagcao de
equivaléncia.

Uma relacao binaria que seja,ao mesmo tempo, reflexiva, simétrica
e transitiva diz-se uma relagcao de equivaléncia.

Exemplos

1. Seja S o conjunto de todas as retas do plano e a relagao binaria
definida por x R y © X éparalelaa y ou X coincide com y.
Podemos dizer que:

o 7R éReflexiva: sendo, x€ S
o par (X,X) estd presente para todas as retas do plano, pois X
coincide com X;

e TR éSimétrica:sendo, x,y €S
se (x é paralelaa y ou x coincide com y), entao (y é paralela
a X ou y coincide com X);

e 7R éTransitiva:sendo,x,yez€S
se (X éparalelaa y ou X coincidecom y)e(y éparalelaa z
ou y coincide com Z),entdo (x € paralelaa z ou x coincide
com Z).
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2. Seja M ={janeiro, fevereiro, marco, abril, maio, junho} e a
relacao 7 "“tem tantos dias como” representada pelo seu
diagrama:

margo

Justifica que 7 € uma relacao de equivaléncia.

3. Arelacao “xtem a mesma altura que y" no conjunto dos alunos
de uma turma.

RELACOES DE ORDEM

Considera definida no conjunto P = {Sénia, Marcia, Ana, Ivo, Rafael}
a relagao traduzida por “x tem mais letras do que y". Verifica-se
que, para além de ser transitiva e reflexiva, ela € antissimétrica.
Neste caso, diz-se que € uma relagao de ordem.

Uma relacdo binaria que seja, ao mesmo tempo, reflexiva,
antissimétrica e transitiva diz-se uma relagdao de ordem.

Exemplos

1. Arelacao “x € tao alto ou maior que y”, no conjunto dos alunos
de uma turma.

2. Arelagcao “x € menorouigualay”em R.

RELACOES INVERSAS

Sendo R uma relagdo de A para B, chama-se relagao inversa a
relacao de B para A, tal que: Se (x, y) € R, entdo (y, x) ER.
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Relacao R Relagcao R

Se a relagao R esta representada pelo seu grafo, para representar
o grafo de R basta inverter a ordem dos elementos de cada par
ordenado.

Arelacao R ={(1,3), (1, 4),01,5),(3, 2), (4 2),(5, 2)} definida de {1, 2} para
{3, 4,5} tem como inversa: R'={(3,1), (4, 1), (5, 1), (3, 2), (&4, 2), (5,2)}

RELACAO IDENTIDADE

Dado um conjunto A, chama-se relagdao identidade em A, e
representa-se por /d, , a relagao Id, = {(x, x): x € A}, isto &, a relagao
cujo grafo é formado por todos os pares de termos iguais que é
possivel formar em A.

Exemplo:
Sendo A ={3, 4,5, 6},

a relacao identidade em A é definida pelo grafo:
Id, ={(3,3), (4, 4), (5,5), (6, 6)}

COMPOSICAO DE DUAS RELACOES

Sejam A, B e C trés conjuntos, R e § duas relacdes definidas de A
para B e de B para C, respetivamente, chama-se relagao composta
de R com §, que se representa por SoR, a relagcao cujo grafo esta
contido em A x C, tal que:

Um par (x, z) pertence a SoR se existe um elemento y pertencente
a B, tal que (x, y) pertencea R e (v, z) pertencea S.



Exemplo:
A C
1 B 5
2. o] 6
3 / Ab 7
R N S
A. d
SoR
SoR = {(1 ,6), (2, 6), (3, 7)} SoR lé-se S apds R
Ou

S composto com R ou R seguido de S.

RELACOES FUNCIONAIS

Uma relagdo binaria R definida de A para B é uma relagao
funcional se cada elemento do conjunto A esta relacionado com,
Nno Maximo, um elemento do conjunto B.

Exemplo

i
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ATIVIDADES DE CONSOLIDAGCAO

1. Considera a relagao binaria “ x € iguala y " definida no
conjunto A= {4, 5 8, 9} .

1.2 Representa a relacao através do diagrama sagital.

2. Considera definida no conjunto
P = {Sonia, Marcia, Ana, Ivo, Rafael} a relagcao R traduzida por
“X tem o mesmo numero de letras que y".

2.1 Representa R pelo seu grafo.

2.2 Representa R através de um diagrama sagital.

2.3 Determina a relacao inversa de R.

2.4 Classifica, justificando, a relacao R quanto a reflexividade,
simetria e transitividade.

2.5 R éuma relacao de equivaléncia? Justifica.

2.6 R € uma relacao de ordem? Justifica.

3. No conjunto {1, 2, 3, 4} definem-se as seguintes relacdes
binarias:

n ou

“X+tyépar" ‘x+y=7" e “xéoquadrado dey”

3.1 De entre essas relacdes, indica as que sao reflexivas e as que
sao simétricas.

3.2 Determina, em extensao, a primeira relacao.

3.3 Define, por uma tabela de verdade, a segunda relacao.

3.4 Define, por um diagrama sagital, a terceira relagao.

4. Considera o seguinte grafo de uma relagcao binaria reflexiva,
definida num conjunto M:

{(-2-2).(1.7)(0.0).(0.2)(11),2. 2)}

4.2 Representa a relagao através de um diagrama sagital.

4.3 Arelagcao é simétrica? Justifica.
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5. Considera o seguinte conjunto A :{1, 2,3, 4,5 06,17, 8} e as
relagbes R e S.

R :“xémetadedey” e S:“xéodobrodey”

5.1 Representa cada uma das relagdes através do seu grafo.

5.2 Classifica, justificando, cada uma das relagdes quanto a
reflexividade, simetria e transitividade.

6. Considera o conjunto {10, 15, 20, 25, 30} e desenha o diagrama
sagital das seguintes relacdes nele definidas:

6.1 “x tem o mesmo algarismo das unidades que y";
6.2 “xtem o mesmo algarismo das dezenas que y”;

6.3 “x e y divididos por dois dao restos iguais”.

Verifica que todas as relagdes sao de equivaléncia.

7. Considera os conjuntos A={1, 2, 3} , B={1, 2,3, 4} e c:{o, ! 2}
e as relagdes R e S definidas através do diagrama sagital:

. e/ @

7.2 Arelagao de A para B é funcional? Justifica.

..,... .

7.1 Completa: SoR = {(1 O)

7.3 Representa a relacao inversa de R através de um diagrama
sagital.
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CONCEITO DE FUNCAO

No dia a dia usamos muitas vezes a palavra funcdo no sentido de
“‘dependéncia” entre as variacdes de duas grandezas:

® O enchimento de um depdsito de agua depende (é funcao) do
tempo que a torneira estiver aberta.

e O jurode um capital é funcao (depende) do tempo de
capitalizacao.

Funcao é um dos conceitos mais importantes da matematica.
Todas asciéncias exatas, experimentais,humanas e sociais estudam
funcodes.

Na base do conceito de funcdo estao as ideias de conjuntos e
correspondéncias que acabamos de estudar.

Consideremos as seguintes situacdes do dia a dia e observemos
que em qualquer delas ha a considerar dois conjuntos e uma
correspondénciaem forma de relacao funcional entre os elementos
desses conjuntos.

I. No més de maio, o preco de gasolina fixado nos postos de
abastecimento de combustivel é de 120$00 por litro. De acordo
com essa informacao, completa a tabela seguinte:

Quantidade de Preco
gasolina (em litros) | (em escudos)
1 120
2 240
3
480
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Il. Observa a figura:

0o o
' '

80 [----------m------e

Temperatura da dgua (°c)

60 [------------e
40 f-----e
|

20

'
0] 1 2 3 4 5

Tempo (min)

Em cada situacao apresentada temos que a todo o elemento do
conjunto A corresponde um e um sé elemento do conjunto B.

A B
1. 120
2. ».240
3. ».360
4. 480

Nos casos acima, a correspondéncia de A para B € uma relagao
funcional ou uma funcao definida de A para B.

Dados dois conjuntos, A e B, chama-se aplicagao ou funcao de A
para B, a toda a correspondéncia que a todo o elemento de A faz
corresponder um e um s6 elemento de B, isto €, a cada objeto faz
corresponder uma e uma s6 imagem. Nota-se f: A-B.

A é o conjunto de partida de fe B € o conjunto de chegada de f.
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Ha correspondéncias do conjunto A para o conjunto B que nao sao
funcdes de A para B:

Exemplos:

Correspondéncia entre um
ndmero e os seus divisores

Correspondéncia entre um
numero e a sua raiz quadrada

Dominio e contradominio de uma funcgao

Considera os conjuntos A :{—2, 0, 1} e B:{—6, -4, -2, 0, 2} e a
funcao fdefinida de A para B, onde a cada elemento do conjunto A
corresponde o seu dobroem B.

Dominio de uma funcao ou aplicacdo € o conjunto dos objetos.
Representa-se por D,

Exemplo: Na funcdo considerada acima, o dominio de fé o conjunto A:

Df = {_21 01 -]}
O conjunto das imagens é o contradominio de f, que se nota D',

No mesmo exemplo, tem-se:

le = {_41 O) 2}

Observa que o contradominio pode ou nao coincidircom o conjunto
de chegada.

No exemplo em estudo, o conjunto de chegada é {—4, 0, 2, -6, —2}
que é diferente de D', = {-4, O, 2}.
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Modos de definir e representar uma fungao

Para definir uma fung¢ao é necessario conhecer:

e odominio;
® o conjunto de chegads;

® um processo que transforma cada elemento do dominio num
elemento do conjunto de chegada.

As formas de representar uma funcao cumprem as trés condicdes
para a sua defini¢ao.

Assim, retomando a fungao anterior, temos as diferentes formas de
a representar:

Diagrama sagital

Tabela

[ 20 1
f‘<-402>

Para representar uma funcao deste modo, € necessario indicar o
conjunto de chegada.

Conjunto de chegada: B= {—6, -4, -2,0, 2}

f
A tabela pode também ter a forma: ()
0 0
1 2

F={(-2-4)(0.0).(12)}

Tal como no caso das tabelas, é necessario indicar o conjunto
de chegada.

Conjunto de chegada: B:{—6, —4, -2, 0, 2}

&

87



Matematica 8° ano

Grafico cartesiano

No sistema de eixos cartesianos, representamos
os pares ordenados que definem a fungao:

(-2.-4),(0,0),(1.2)

O primeiro elemento do par ordenado, abcissa,
representa-se no eixo Ox (eixo das abcissas).

- Y S —

—_——— =4

Velocidade em Km/h

O segundo elemento do par ordenado,
ordenada, representa-se no eixo Oy (eixo das
ordenadas).

No caso em que o dominio da funcao é
um conjunto finito, o grafico da funcao

é
representado por pontos. No caso em que o
dominio da fungcdo € um conjunto infinito, o grafico da funcao é
representado por linhas, obtidas unindo os pontos.

Outro exemplo:

O grafico seguinte mostra a velocidade (km/h) de um carro num
determinado intervalo de tempo (em segundos).

N

Lok R e T
401
10 B

1o B R S

L
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v

20 22 24 26

N
»~
O 4 ==
©
5]
Y]
=
>
®

Tempo em segundos

Como podes observar, hd um aumento de velocidade entre
0 e 10 segundos; entre 10 e 14 segundos a velocidade mantém-se
constante; entre 14 e 18 segundos a velocidade volta a aumentar e,
finalmente, entre 18 e 20 segundos ela diminui.
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Ainda se pode ver que aos:

* 6segundos a velocidade era de 10 km/h;

e 10 segundos a velocidade era de 30 km/h;
® 14 segundos a velocidade era de 30 km/h;
® 18 segundos a velocidade era de 50 km/h;

e 26 segundos a velocidade era de 20 km/h.

Expressao algébrica

A expressao algébrica de uma funcdo é uma expressao com
variaveis, que relaciona cada objeto com a respetiva imagem.

Sendo x o objetoe y = f(x) a imagem, podemos escrever:

y=2x ou f(X)=2X ouaindaf:A—B
X — 2X

em gue x e y sdo as varidveis, sendo x a variavel independente e y
a variavel dependente.

Concretizando x pelos valores do dominio,
obtemos as respetivas imagens, isto &, 5

na fungao f(x) = 2x

2 c

f(-2) =2 x (-2) = -4; :

f(O) =2x0=0; 6 5 -4 -3 2 1 0o|B1 2 3 4
1

fl)=2x1=2 7
3

No caso do dominio ser o conjunto R , o grafico A 4

da funcao f(x) = 2x € uma reta que se obtém
unindo os pontos ja representados.
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Certamente, ja estudaste situagdesem que ovalorde umagrandeza
€ dependente de outra, ou seja, € fungao dele, como por exemplo:

e O volume (V) do cubo como fungao da aresta (a):

V=a® (g éavaridavel independente e V é a variavel
dependente).

e O Perimetro (P) de um poligono regular, com n lados, como
funcao do lado ({):

P=nxl

e Aarea (A) de um quadrado como funcgao do lado ({):
A=
Mais exemplos

1. Considera as seguintes correspondéncias.

= e

. {(v4),(15),(2 6),(3 4)}

Indica:

1.1 as que sao funcgdes;

1.2 o dominio, o contradominio e o conjunto de chegada das
funcdes identificadas em 1.1.
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2. Dados os conjuntos A= {—2, -1, 0,7, 2} e
B= {—6, -5, -4,-3,-2,-1,0,1, 2} e afuncao f definida de A para B
por f(x) = x-3:

2.1 Qual éaimagemde -2 ?

2.2 Calcula f(—]) e f(O).

2.3 Qual é o objeto cujaimagem é -1 7

2.4 Indica o conjunto de chegada e o contradominio de f.

2.5 Representa a fungao f por meio de uma tabela.

Resolucao
1.1 S6 o diagrama sagital I. representa uma fungao, porque a cada
elemento do conjunto A corresponde um e um so elemento de B.
12 D={123}
D = {o, b} e Conjunto de chegada = {o, b, c}

2.1 Para calcular a imagem de (— 2) basta substituir na expressao o x
por (— 2) e efetuar os calculos:
Como f(x):x—3 , temos: f(—Z): -2-3=-5,

logo, aimagem de-2é-5.
22 f(-)=-1-3=-4; f(0)=0-3=-3

2.3 Sabemos que f(x): X —3 tem valor (-1); pretende-se saber o
valor de x.

Temos x—-3= -1 que representa uma equacao do 1° grau, a qual ja
sabes resolver.
X-3=-leox=3-1ox=2

Entao, o objeto cujaimagem é (-1) é 2.
2.4 Conjunto de chegada € o conjunto B; como o contradominio € o

conjunto das imagens, falta-nos apenas determinar a imagem do
objeto 1: f(1)= 1-3=-2

Assim, o contradominio D', = {—5, -4, -3, -2, —1}

.2 2 -1 0 1 2
2. . =
5 Atabela desta funcao é: f ( 542 >
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ATIVIDADES

1. Considera os diagramas seguintes:

7 —
T |

1.1 Qual deles representa uma fun¢ao? Justifica.

1.2 Nas fung¢des, identifica o dominio e o contradominio.

2. Considera as seguintes correspondéncias:

6 ---------- °
1l |
S
; ]

L/ S

! i ]

1 1

i i

1 I

i i

1 1

i |

' I

| ]

1 2 3
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2.1 Qual delas é uma func¢ao? Justifica.

2.2 Nas fungdes indica:

2.2.1 O dominio e o contradominio.

2.2.2 Dois objetos com a mesma imagem.

3. ldentifica quais dos graficos seguintes representam uma funcgao.

3.1 YA 3.2 YA

0 % 0 %
3.3 Ya 3.4 Ya

0 % 0 %
3.5 v 3.6 s

o
<V
@)

<V

4. Afigura ao lado representa uma y
correspondéncia entre dois conjuntos.

4.1 Representa a correspondéncia através de um
diagrama sagital.

4.2 Indica os pares ordenados que formam a
correspondéncia.

4.3 Descobre uma relacao que defina a
correspondéncia.

[ TEETELEEES |
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5. Seja fo grafo de uma aplicagcao definida do conjunto A para

conjunto B:{a, b, c, d} :

{15} (2.6)(3 o

5.1 Indica o dominio e o contradominio da aplicacao.

5.2 Completa a tabela

e

5.3 Completa:

6. Seja h a funcao definida do seguinte modo, sendo Z, o
conjunto de chegada:

L2107 2
\ 4101 4
6.1 Indica:

6.1.1 o dominio e o contradominio de h;
6.1.2 aimagem de -1 por h;

6.1.3 os objetos cuja imagem é 4.

6.2 Completa:

h(—Z):h(---):---
h(---)zh(—]):---

h(---):O

6.3 Representa h, recorrendo a uma expressao analitica.

7. Considera o conjunto A:{21, 23,25, 27, 29, 31} e afuncao

fA>7Z
X+—20-x
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7.1 Qual aimagem de 23, por ?

7.2 Quais dos seguintes numeros pertencem ao contradominio
def: 10, ou-1?
7.3 Qual o contradominio de ?

7.4 O conjunto de chegada de f, poderia ser 77 ?

8. O Pedro e 0 Joao sao irmaos e combinaram almocar juntos
fora de casa. O Pedro saiu as 9 horas a pé e o Joao saiu mais
tarde e foi de bicicleta. No grafico seguinte, estdo indicados os
percursos que cada um fez.

(em Km)

10

Distancia a casa

Hora do dia

8.1 A que horas saiu o0 Joao de casa?
8.2 A que horas o0 Joao encontrou o Pedro?
8.3 A que distancia de casa almocaram?

8.4 Designando por f a fungao que representa o percurso do
Pedro e por g a funcao que representa o percurso do Joao,
indica:

e X, Sendo f(x):7,5;
e X, Ssendo g(x):15;
e X, sendo f(x):g(x).

8.5 Descreve, em linguagem corrente, os percursos do
Pedro e do Joao em fun¢ao do tempo.
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9. Um depdsito cheio leva 15 000 litros de agua. O grafico mostra
O seu esvaziamento.

i \

Agua
(milhares de litros)

s} 10 20 30 40 50 G0 70 80 a0 100
Tempo (minutos)

9.1 Trata-se de uma funcao? Justifica.
9.2 Indica a variavel dependente e a variavel independente.

9.3 Quantos litros de agua tinha o depdsito quando comecou a
esvaziar-se?

9.4 Quanto tempo demorou a esvaziar o depdsito?

9.5 Ao fim de 50 minutos, que quantidade de dgua havia ainda
no depdsito?

9.6 Ao fim de quanto tempo podemos afirmar:
“Ja so falta esvaziar B da agua”?

9.7 Com os dados do grafico, completa a tabela:

Tempo (minutos) 0 60 100

Agua (litros) 2500

10. Considera a funcaoj de dominio R definida por j(x) = 2x + 1.
10.1 Calcula: j(-1), j(O) e (%)

10.2 Determina o objeto cuja imagem porj el
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CLASSIFICACAO DE FUNCOES

PROPRIEDADES DE UMA FUNGCAO

Observa os diagramas das funcdes fe g.

Mindelo.

P. Novo.

. SVicente
. S.Antdo

. S.Nicolau
. Sal

Espargos.

. Boavista

Vamos comparar as fungdes a partir das seguintes perguntas:

1° Pergunta: 2° Pergunta:

Os contradominios coincidem A objetos diferentes correspondem
com os conjuntos de chegada? sempre imagens diferentes?

e Nafuncaof.SIM e Nafuncdof. NAO

e Nafuncéo g: NAO e Nafuncao g: SIM

De acordo com as perguntas, podemos apresentar as definicoes:

Uma funcao cujo contradominio coincide com o conjunto de
chegada, diz-se fungao sobrejetiva; no caso contrario, diz-se
nao sobrejetiva.

Uma funcao em que a objetos diferentes entre si correspondem
sempre imagens diferentes, diz-se fung¢do injetiva;, no caso
contrario, diz-se nao injetiva.

Dos exemplos anteriores, tem-se:

f é sobrejetiva, mas nao injetiva; g nao é sobrejetiva, mas é injetiva.
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Exemplos

1. Considera as duas funcdes he gde Z em Z , definidas por:

X -2 -1 0 +1 +2
h: (
X +2 +1 0 1 2
X -2 -1 0 +1 +2
o (,
+4 +1 0 +1 +4

Classifica cada uma delas quanto a injetividade e sobrejetividade.

2. Sejaoconjunto A= {1, 2,3,4} e as seguintes aplicagdes de
Aem A:

Fol 1 2 3 4 . g= 1 2 3 4
4 1 1 4 1 3 2 4
h=| 1 2 3 4 - 1 2 3 4

1 1 1 1 1 2 3 4
Preenche a seguinte tabela:

_ Sobrejetivas Nao sobrejetivas

Injetivas

Nao injetivas

Resolucao

1. Ambas as fungdes tém como conjunto de chegada o conjunto Z.

O contradominio da fungao h € o conjunto Z enguanto que o de
g ¢ {0+, +4, 49,

Portanto,afuncao h é sobrejetiva, porque o contradominio coincide
com o conjunto de chegada, mas a funcao g é nao sobrejetiva (0
contradominio ndo coincide com o conjunto de chegada).
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Na funcgdo h, a objetos diferentes correspondem sempre imagens
diferentes; nafuncao g, podemos verificar que dois objetos simétricos
quaisquer tém a mesma imagem, logo a funcao h é injetiva e a
funcdo g é nao injetiva.

2. Em qualquer uma das fungdes, o conjunto de chegada é o
conjunto A.

D, ={1 4}
D' =D'={123 4}

As funcdes g e [ sao sobrejetivas e as outras sao nao sobrejetivas.

Nas funcdes f e h podemos verificar que existem objetos diferentes
guetémimagensiguais,enquanto que, nasoutras, objetos diferentes
correspondem sempre a imagens diferentes.

Logo, g e i sao injetivas e f e h sdo nao injetivas.

_ Sobrejetivas Nao sobrejetivas

Injetivas g,i

Nao injetivas f,h

Repara que nos exemplos considerados acima, verificamos que
existem fungdes que sao simultaneamente injetivas e sobrejetivas.

Uma funcdo que seja, simultaneamente, sobrejetiva e injetiva,
diz-se bijetiva.

&
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COMPOSICAO DE DUAS FUNCOES

Considera os seguintes conjuntos:

A=l0,1 3k B=l303 ol c={-6,0,3,18}
2 2
e as funcgodes:

fA—B e g.B—-C

X +— triplo de x X +— dobro de x

Representando as funcdes f e g por meio de diagramas, temos:
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A funcao que aplica Aem C é a fungao composta de g com f,
g(f(x)). Representa-se por gof (lé-se g def).

e gof significa “g apds f*
e fog significa “fapds g “

Repara que:
gof gof

/\‘ /\‘

1> -3+—-6 (gef) (1) =-6 0— 0~ 0 (gof) (0)=0
f g f 9

/Qif\‘ gof

1.3 1) - (o =

553 (gef) (5)=3 3+—9+—18 (gof) (3)=18
f g ' J

Se x for um elemento de A, temos:
gof

X +— triplo de x — dobro do triplo de x
f g

Portanto, a fungdo composta gof fica assim definida:

gof:A=C

X—6bx (séxtuplo de x)

Na forma de tabela:

UNIDADE 4. Algebra
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Exemplos

1. Considera as funcdes fe g definidas em Q:

fQ—Q e 9Q—Q
X — metade de x X +— quadrado de x
Calcula:

(9°f) (4) e (feg) (4)

90 (3) e 9 (3)
@ () e (fg) (X

2. Dadas asfuncdesfeg:

f:<123)eg:(123)
312 123

Determina (geof) e (fog).

Resolucao:

1. fQ—Q e 9:Q—Q

X — metade de x X — quadrado de x

(9°f) (4) e (feg) (4)

gof feg
T T
42104 (gof) (4)=4 412162 8 (fg) (4)=8

w0(l) < k()

gof feg
Y 7
lllo<l:l 1.1 1 =1
> 7 25 76 9 2> 6 25 278 P9G =g
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(9of) (x) e (fog) ()

geof fog
— 3 1
1 1 . _ 1 2 1 2. S -2
XTEX';ZXZ’(9°f)(X)‘ZXZ x';x?zx, (feg) (x) =5 x
_ _ 3
21:(373)e9°(1353)
gof gof
T "
1— 33 (gef) (1)=3 211 (gef) (2)=1
f g f g
geof
R ) (123
32— 2 (geof) (3)=2 gof =
F g 312
fog fog
7 "
1—1—3 (fog) (1)=3 2—>2—1 (fog) (2) =1
g f g f
fog
Z)/H;:‘Z (fog) (3):2 fog:( )
g f 2

Neste caso, gof = fog.

Dizemos que estas funcdes sao permutaveis.

Duas fungdes f e g sao permutaveis se gof =fog.
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ATIVIDADES

1. Considera as fungdes f e g definidas por:

A B C——
i L N8 “ N
] ; 2 — >3 :
| | |
S 3 » 8

1.1 Indica o dominio, o contradominio e o conjunto de chegada de
cada uma das funcdes.

1.2 Classifica as funcdes quanto a injetividade e sobrejetividade.

2. Dada a seguinte funcao de Nem N, definida por f(x) = x + 3.

2.1 Calcula asimagens de 2 e de 3.
2.2 Afuncgao é injetiva? E sobrejetiva?

2.3 Indica o contradominio da funcao.

3. Considera as funcdes seguintes definidas de A em A, sendo
A={1,23 4}

_(1234) _(1234) _(1234)
f=\4312 9=\2 34 3 h=\z33 3

3.1 Qual é o objeto que tem imagens iguais nas trés funcdes?
3.2 Classifica as fungdes quanto a injetividade e sobrejetividade.
3.3 Calcula (feg) (2) e (gef) (4).

3.4 As funcgoes fe g sao permutaveis? Justifica.

4. Considera as fungdes definidas de R em R por f(x):—i
2 2
g(x):x :

e

4.1 Calcula g(—z) e f(—3)‘

4.2 Calcula (gof)(—%}

4.3 Verifica se a funcao g é injetiva ou nao.
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FUNCOES PROPORCIONALIDADE DIRETA E INVERSA

Funcao proporcionalidade direta

A tabela representa a relagcao entre o numero de iogurtes € o custo
em escudos.

N° de iogurtes (x) 1 2 3 4
Custo em escudos (y) 45 90 135 180
Repara que: ﬁ:%=E=@=45

1 2 3 4

Isto permite-nos dizer que a tabela representa uma situacao de uma
proporcionalidade direta entre duas grandezas, porgue o quociente
entre dois quaisquer valores correspondentes & constante. Neste
caso, a constante de proporcionalidade € 45 e representa o preco de
cada iogurte.

A correspondéncia representada na tabela € uma funcao porque
a cada valor da variavel independente (numero de iogurtes: x)
corresponde um e um sé valor da variavel dependente (custo: y).

Como a fung¢ao traduz uma situacao de proporcionalidade direta,
diz-se que é uma fungao proporcionalidade direta e pode ser
representada por uma expressao analitica do tipo y=45x ou
f(x): 45x, cujo dominio é {1, 2,3, 4}.

O graficodafuncao é constituido por pontos isolados
porque a varidavel independente s6 pode tomar
valores inteiros.

180

Custo

135

Todos os pontos do grafico estao situados sobre uma

. . 90
reta que passa pela origem do referencial.

Toda a funcao proporcionalidade direta, f, € também ®

designada por funcgao linear e pode ser representada
por uma expressao analitica do tipo: 0 ! 2 3 4 5 X

N° de iogurtes

y=kx ou flx)=kx ou fix—kx comk=O0O

traduz uma situagao de proporcionalidade direta, em que:

e ké aconstante de proporcionalidade direta
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Nota:

® No caso de o dominio da funcao ser o conjunto R, o grafico é
uma reta que passa pela origem do referencial.

e A constante de proporcionalidade, k, é o declive da reta.

® Se k>0,afuncao é crescente;se k<0, afuncao é

decrescente.
Exemplos

y=2x y=-2x
Y yr
i y=2x i
4 y=—2x b

_1 X

y=X Yy 2
Y Y
4 JyEupy +
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ATIVIDADES DE CONSOLIDACAO

1. Considera um poligono regular cujo lado tem 6,8 cm e cujo
perimetro € 40,8 cm.
1.1 De que poligono regular se trata?

1.2 Escreve uma expressao algébrica que representa a funcao que
a cada valor do comprimento do lado associa o perimetro deste
poligono regular.

1.3 Representa graficamente essa funcao num referencial.

2. Considera os quadrados cujos comprimentos dos lados sao:

2cm, 25cm, 3cm e 35cm

2.1 Completa a tabela.

Lado do quadrado x (cm) 2 2,5 3 35 X

Perimetro do quadrado y (cm)

2.2 Constrdéi um grafico cartesiano de acordo com os valores da tabela.
2.3 Mostra que as grandezas x e y sao diretamente proporcionais.
2.4 Qual é a constante de proporcionalidade direta?

2.5 Qual é a expressao algébrica da funcgao linear que é o modelo
matematico da situacao apresentada?

2.6 Considera a seguinte afirmacao “a funcao que ao lado de
um quadrado faz corresponder a sua area nao é uma funcao
proporcionalidade direta”.

2.6.1 Concordas com esta afirmacao? Explica porqué.
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3. Na tabela seguinte, sabe-se que as duas grandezas x e y sao
diretamente proporcionais.

x 5 | 2
5

Y 2 | 04 | 45 -6

3.1 Completa a tabela.
3.2 Qual é a constante de proporcionalidade?

3.3 Indica a expressao algébrica que traduz a proporcionalidade.

4. Considera a fungao de expressao algébrica f(x):gx.

4.1 Completa a tabela:

y=Ff(x) 0 4,5

4.2 Faz uma representacao grafica da funcgao f.

5. Indica quais das condi¢cdes seguintes representam funcdes
proporcionalidade direta:

51 y=—X 5.2 Xy:4— 5.3 X:§
v
54 T_¢ 55 £-20 56 y=4x+1
3 t
5.7 t=4l 10 X
58 t=— . ==
B 59 y=¢

6. Indica a constante de proporcionalidade das
proporcionalidades diretas do exercicio anterior.
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7. Quais dos graficos seguintes representam uma func¢ao linear?
Justifica a tua resposta.

7.1 7.2 7.3

7.4 7.5

(5
~
o
~
L
-~
o

8. Quando um automovel se movimenta a uma velocidade
constante, a distancia percorrida é diretamente proporcional ao
tempo gasto no percurso:

e = vt em que v representa a velocidade; t o tempo;
e 0 espacgo.

Sabe-se que o automovel se move a uma velocidade constante
de 20 m/s.

8.1 Determina o espaco percorrido nos tempos seguintes:

s 2s 3s e 4s
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1o

8.2 Num referencial, em que no eixo das abcissas se representa
0 tempo em segundos e no eixo das ordenadas o espaco, em
metros, representa graficamente a funcao que traduz o espaco
percorrido em fun¢ao do tempo.

8.3 Quanto tempo (em segundos) leva o automovel a percorrer:

8.3.1 1000 m? 8.3.2 2 km?

8.4 Qual das expressdes seguintes permite determinar o espaco
percorrido, em metros, por este automaovel com o tempo gasto,
em segundos?

(A) e=0.2t (B) e=0.2t (C) e=20t (D) e=0.4t

9. Define algebricamente, em cada caso, a funcao que relaciona:
I. Ovolume de um cubo com a sua aresta.

Il. O perimetro de um triangulo equilatero com o seu lado.

Ill. A area do circulo com o seu diametro.

9.1 Representa graficamente as funcdes que sao de
proporcionalidade direta.

10. Considera as funcoes:
f(x):—3x g(x)=2x h(X)Z%

10.1 Representa, no mesmo referencial, as funcdesf,ge h.

10.2 Por leitura grafica, copia e completa:
f(_z)z... g(])z... e h(6):---

10.3 A partir dos graficos, indica os valores de x que verificam:

f(x):—3 g(x)=3 e h(x):—2

11. Seja fuma funcao proporcionalidade direta em que a
constante de proporcionalidade é % :

11.1 Indica a expressao algébrica que representa a funcao.

1.2 Representa graficamente a funcao f.

1.3 Completa:
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Funcao proporcionalidade inversa

A tabela seguinte estabelece uma correspondéncia entre os
dias gastos para fazer uma certa obra e o numero de horas de
trabalho diario.

Dias gastos com a obra X 3 4 6 12

Horas de trabalho diario  y 4 3 2 1

Estamos perante uma funcdo f:x— y, que a cada valor de x
corresponde um e um so valor de y.

Repara que o produto dos valores correspondentes de x e y é
constante:

3x4=12; 4x3=12; 6x2=12; 12x1=12

Pode-se, pois, escrever:

Xy =12 ou y:E
X
Mas y:E significa f:x'—>E
X X

Diz-se que, neste caso, as duas grandezas sdo inversamente
proporcionais e ao produto constante, 12, da-se o nome de
constante de proporcionalidade.

Por observacao da tabela, ainda podemos concluir que:

Quando o valor de x € duplicado, o valor de y vem reduzido para a

metade.
X2
Repara que: m
X 3 6
v| ]z
2

Quando o valor de x € quadruplicado, o valor de y vem reduzido
para a quarta parte.
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n2

X4
Repara que: m
X 3 12
vl e

+4

Podemos, pois, concluir que:

Quando o valor de x € multiplicado por um numero (diferente de
zero), o valor correspondente de y vem dividido por esse mesmo
namero.

Uma fungédo f:x—y é uma proporcionalidade inversa, se o
produto de cada objeto x pela respetiva imagem y for constante.

k
xy=k ou y=— k=0
X
k € a constante de proporcionalidade.
No problema inicial, o grafico € um conjunto de pontos situados

sobre uma curva, onde os objetos e as respetivas imagens sao
todos positivos.

. . . . k iy
Mas numa fungao proporcionalidadeinversa y =— k#0, avariavel

X
independente x pode tomar qualquer valor real, diferente de zero.

O grafico de uma funcgao proporcionalidade inversa € uma curva
chamada hipérbole.



UNIDADE 4. Algebra @

Na figura, estao representadas graficamente duas func¢des
proporcionalidade inversa:

k>0 k<O
y=12 12
X y=-=
X
O grafico encontra-se nos 1° e 3° O grafico encontra-se nos 2° e 4°
guadrantes e existe uma reflexao central, quadrantes e existe umareflexao central,
cujo centro é a origem do referencial, cujo centro € a origem do referencial,
que aplica um ramo da hipérbole no que aplica um ramo da hipérbole no
OULTO outro.
Exemplos

1. Atabela exprime uma proporcionalidade inversa entre duas
variaveis x e y.

% a -8 0,2 C 0,8

1.1 Qual é a constante de proporcionalidade?

1.2 Completa y=—
X

1.3 Completa a tabela.

2. Numa escola, matricularam-se, no 8° ano, 240 alunos.

2.1 Se pretendermos formar turmas com 24 alunos, quantas
turmas vamos constituir?

2.2 E se cada turma tiver 30 alunos?
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2.3 Se pretendermos formar 12 turmas, quantos alunos deve ter
cada turma?

2.4 Regista num quadro os resultados a que chegaste nos pontos
anteriores.

2.5 Que tipo de proporcionalidade existe entre as duas variaveis?

2.6 Qual é a constante de proporcionalidade?

3. Atabela abaixo identifica valores correspondentes da
velocidade Ve dotempo t necessario para percorrer
determinada distancia:

4 75 20 30 12

t 4 15 10 25

3.1 Mostra que as grandezas V e t sdo inversamente proporcionais.

3.2 Indica a constante de proporcionalidade e diz qual é o seu
significado.

3.3 Escreve a expressao que relaciona a velocidade com o tempo.

4. Observa o grafico da funcgao f.

4.1 Justifica que se trata de uma proporcionalidade inversa.
4.2 Indica a constante de proporcionalidade.

4.3 Escreve uma expressao analitica de f.

N4
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4.4 Completa a tabela:

f(x)

Resolucao
1.1 Como as grandezas x e y sdo inversamente proporcionais, temos:
Xy =k

Na tabela, estdo registados dois valores correspondentes de x e
y, respetivamente, -2 e -8, logo

(—2)><(—8): k ou k=16

A constante de proporcionalidade é 16.
k
1.2 De xy=k vem y=—
X
Logo, y =12
X

1.3 Para completares a tabela, tens de determinar os valores de
a b ced.

Ora, de xy =16, temos:

16
e J6xa0=16 donde G:E’ logo a=10

16
e bx0,2=16 donde b:E, logo b=80

* 4xc=16 donde c:%,logo c=4

16
e dx0,8=16 donde d:@’ logo d=20

2.1 Se representarmos o numero de turmas pela letrate o
numero de alunos pela letra n, teremos nxt = 240.

Entdo, 24 xt=240 donde t=10.

Logo, o numero de turmas a formar € de 10.

15
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ne

2.2 Neste caso, de 30xt=240 temos t=8

Podem-se constituir 8 turmas.

2.3 Neste caso, teremos nx12 =240, donde n:% ou n=20.

Cada turma deve ter 20 alunos.

2.4
Numero de alunos por turma n 24 30 20

NUmero de turmas t 10 8 12

2.5 Uma vez que ja verificaste que nxt =240, podemos
ja afirmar que estas duas grandezas sdo inversamente
proporcionais.

2.6 A constante de proporcionalidade é 240.

3.1 Como 75x4 =300 20x15=300
30x10=300 12x25=300

Portanto, as duas grandezas sao inversamente proporcionais.

3.2 A constante de proporcionalidade é 300 e representa a

distancia percorrida.

3.3 Aexpressao é:V.it=300 ou t= % .

4. As grandezas sao inversamente proporcionais, porque:

1824 2x2=4 Ixb=4 8x-=4
2 2

4.2 A constante de proporcionalidade é 4.

4.3 Aexpressaoexy=4 ou y= 4

4.4

o |IN|[—

f(x)

N | —
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ATIVIDADES DE CONSOLIDACAO

1. Verifica em cada caso se ha proporcionalidade inversa. Em caso
afirmativo, indica a constante de proporcionalidade e descobre
uma expressao que relacione as duas variaveis.

1.1
v 1 2 4 10 30
t 60 30 15 S) 21
1.2
X 4,8 4 3 2 1
y 1,5 18 2,4 3,6 7,2
1.3
a 10 5 4 3 15
b 20 10 8 6 3

2. Na tabela seguinte, estao representadas duas variaveis, f e p,
inversamente proporcionais.

U
5

2.1 Escreve uma condicao que relacione fcom p.

2.2 Completa a tabela.

3. Sabe-se que r.s = 30.

3.1 Se r=20,qualéovalorde s ?

3.2 Se s=15 qualéovalorde r ?

n7
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4. A Carla tem 450 escudos para comprar caramelos.

4.1 Se cada caramelo custar 25 escudos, quantos caramelos pode

comprar?

4.2 E quantos caramelos comprard, se cada um custar 30 escudos?

5. Com uma certa quantia de farinha, podem-se formar 20 sacos
com o peso de 1,5 kg cada um. Completa a tabela seguinte.

N° de sacos de farinha

20

40

50

Peso de cada saco em kg

1,5

6. Observa a figura:

-

6.1 Completa a tabela

Paralelogramo Base b

A

Altura a

Area

B
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6.2 Justifica que se trata de uma proporcionalidade inversa entre
as variaveisa e b.

6.3 Indica a constante de proporcionalidade e diz qual é o seu
significado.

7. Numa prova de ciclismo, os concorrentes
tém de percorrer 60 km. O grafico seguinte
representa a velocidade média, em km/h, e o
tempo, em horas, gasto por cada ciclista.

S <

Velocidade média (km/h)

7.1 Justifica que existe uma proporcionalidade
inversa entre as grandezas ve t.

7.2 Qual é a constante de proporcionalidade? 0 T75 o = R

Tempo (horas)
7.3 Escreve a expressao analitica da fungao.
7.4 Se a velocidade média fosse 20 km/h, que tempo demorava o
ciclista a fazer o percurso?

7.5 Se o ciclista demorou 12 horas a fazer o percurso, qual é a sua
velocidade média?

8. O comprimento de uma onda de radio € uma funcao da sua

A . . 300000
frequéncia. Uma expressao para esta funcdo é w=——--—,

f
em que W representa o comprimento de onda em metros e f

representa a frequéncia em quilociclos/segundo.

8.1 O que acontece ao comprimento de onda, guando a
frequéncia de uma onda de radio duplica? E quando é
reduzida a metade?

8.2 Resolve a equacaoem ordem af.

8.3 Determina a frequéncia de uma onda de radio cujo
comprimento de onda é 1500 metros.

9. Considera a funcao proporcionalidade
inversa representada na figura ao lado.

Das expressdes analiticas, indica a que
corresponde ao grafico:

(A) xy = (B)y=§ (C) y=3x (D) y=

1o
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10. Qual dos seguintes graficos representa uma funcgao
proporcionalidade inversa?

11. Qual dos graficos traduz uma situagcao de proporcionalidade
direta? E inversa?

11.1 Determina as respetivas constantes de proporcionalidade.

12. Dadas as funcgoes:

f(x):éx; g(x)=3x2 e h(x)

2
X
Indica qual delas representa:

12.1 uma proporcionalidade inversa;

12.2 uma proporcionalidade direta.
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13. Uma maquina enche trés pacotes de sumo com a mesma
regularidade. No grafico, cada reta representa a altura atingida
pelosumo,em cada pacote,emfuncaodotempodeenchimento.

Altura do sUmo

!s

13.1 Faz correspondéncia entre os pacotes de sumo e os graficos.

14. Dadas as fungoes f(x) e g(x),
representadas graficamente.

14.1 Justifica as afirmacodes:

° «f(x) € uma funcao
proporcionalidade direta»

* « g(x) € uma funcgao
proporcionalidade inversa»

14.2 Escreve a expressao analitica de f(x).
14.3 Escreve a expressao analitica de g(x).

14.4 Indica as coordenadas dos pontos de intersecao
dos dois graficos.

14.5 Completa as tabelas:
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Funcdo afim

Numa experiéncia, os alunos de uma turma do 8° ano resolveram
medir o comprimento de uma mola (em centimetros), quando
nela sao colocados x quilos. Registaram os resultados na seguinte
tabela:

Massa (x kg) 0 1 2 3 4

Comprimento da mola (y cm) 10 1125 15 1175 20

Qual é a expressao que relaciona as duas varidveis x e y?

Para descobrir a expressao que relaciona as duas variaveis, basta
observar, na tabela, que quando o xaumenta 1 unidade, y aumenta
2,5 unidades.

Repara que:

e 10=25x0+10

o 12,5=25x1+10
e 15=25x2+10

e 17,5=2,5x3+10
e 20=2,5x4+10

Entao, podemos concluirque y=2,5x+10

Vamos representar graficamente a
funcao y =2,5x+10, utilizando os
valores da tabela. "

Comprimento da onda (cm)

L] 1 2 2 4 5

Massa (kg)
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Se o dominio for R, o grafico da fungao é
uma reta que nao passa pela origem do
referencial e interseta o eixo das ordenadas
no ponto de coordenadas (O, 10). Neste
caso, dizemos que 10 é a ordenada na
origem, ou seja, 10 é o valor de y para x =0.

Uma funcdo do tipo y =2,5x+10 designa-se por fungao afim.

O declive ¢é o coeficiente de inclinacao da reta que representa a
funcao, ou seja, a reta de equacao y=kx+b é paralela a reta que
passa na origem e pelo ponto (7,k). Resumindo:

Uma funcdo f: x — y € uma funcdo afim se y=kx+b, onde k e b sdo
numeros reais.

k é o coeficiente do termo em X e representa o declive da reta, b é o
termo independente e representa a ordenada na origem.

No caso de ser b =0 e k # 0, obtemos uma fungao
proporcionalidade direta, y =kx.

Se k = 0, obtemos uma fungao constante, y =b.

Exemplos

f(x):Zx—4 : g(x):—2x; h(x):—Z .

Grafico de uma funcao afim !

Representa graficamente cada uma das
funcdes dos exemplos anteriores. :

X y:2X_4 -5 -4 -3 -2 -1 7? 1 73 3 4 S5 L T
9 2x(-1)-4=-6 i
0 2x0-4=—4 -
1 2x1-4=-2 :
2 2x2-4=0 i
f

123



Matematica 8° ano

Aordenada naorigemé -4=p eodecliveé 2=k.

Pelo grafico, pode-se ver que a funcao é crescente.

X y=-2x : d
- —2x(-1)=2

0 -2x0=0 i
1 2x1=-2 L
2 2x2=—4 :

Neste caso, a funcao € decrescente, a ordenada na origem € O=b
e odeclive é -2=k.

-1 -2 “
0 2 :
i h
1 2 -
2 -2 :

A funcao é constante, a ordenada na origem é —2=p e o declive é
O=k.

Pelos exemplos anteriores, podemos constatar que qualquer
funcao afim tem como grafico uma reta obliqua ou uma reta
horizontal, de acordo com os valores de k.

® Se k>0,afuncao é crescente;
® Se k<0,afuncao é decrescente;

e Se k=0, afuncao é constante.
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Funcgao afim

flx)=kx+b, k#+0eb=0 flx)=kx+b, k=0
fix)=kx+b, k+0eb+#0 o .
f(x) = kx — Funcgao linear f(x) = b — Fungao constante
O gréfico € uma reta que nao O gréafico é uma reta que passa O grafico é uma reta horizontal
passa pela origem do referencial. pela origem do referencial. (paralela ao eixo das abcissas)
y s y S
y ] Y=2x:3 ys - 4 yz £
Y=-2x+3 Y =-3x Y =3x
2 \ 3 3 1 4
L ? 2 2 -1 (0] 1 2 3 ’
X
o IVERE 2 1 i 2 v=1
i : T o\ 1 2 3 1 23 = 2z
X X Y=-3
2 10 TN 3y P 1T 0 INEE
3 1 2 2 4 1
4 -2 3 3 2
k>0 k<0 k<O k>0 b<O0 b>0

ATIVIDADES

1. Considera uma funcgao afim f, cujo grafico € a
reta representada no referencial ao lado.

1.1 Escreve uma expressao algébrica que traduz
a funcao.

1.2 Quais dos pontos seguintes pertencem ao
grafico da fungao f?

A (-3, —4); B—>(%, 7]

1.3 Determina a ordenada do ponto da reta cuja
abcissa é iguala —2.

1.4 Indica a abcissa do ponto da reta cuja
ordenada é igual a 17.

1.5 Indica as coordenadas do ponto de intersecao
da reta com o eixo das abcissas.

2. O grafico ao lado representa uma viagem que o Jodao
fez durante as férias.

Distancia em metros

2.1 A que distancia estava de casa quando iniciou a viagem?

2.2 Quanto tempo esteve parado?

2.3 Verifica que a funcao que representa o grafico para
t deOa6mn é 20

f(t):10t+40 eparat decaléd mnée g(t)=100

Y U U RSO U U U
SMMphooococooooooocooooooo oo oo

T T T T
8 0 12 1 16

Tempo em minutos
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Resolucao

1.1 Como a expressdo de uma funcgdo afim é do tipo y=kx+b,

precisamos calcular os valores de b e k. Pelo grafico, o valorde b
€ 5 (ordenada na origem), entdo y =kx+5.

Para determinar o valor de k, sabendo que A(—], 2) € um dos
pontos da reta, vamos substituir, na equagao, o x por —1 e o y por
2 (abcissa e ordenada, respetivamente do ponto A).

Y =kx+5

2=k(—1)+5 & 2=-k+5ck=5-2ck=3

A expressao pedidaéy=3x+5

1.2 Para verificar se um ponto pertence ao grafico da fungao, basta

substituir na expressao o x e o y pelas coordenadas dos pontos
dados.

Sendo
y=3x+5 e A, (—3, —4) , temos:

—4:3><(—3)+5 © —4=-9+5 & —-4=-4 Proposicaoverdadeira,
logo o ponto A pertence ao grafico da funcao, o que significa
que o par ordenado (—3, —4) € solugcao da equacao y=3x+5.

Para
B, l, 7 |, temos:
3
7:3><%+5 © 7=1+45 & 7=6 Proposicao falsa, logo o ponto
B ndo pertence ao grafico da funcao, o que significa que o par

ordenado [% 7J nao € solucao da equacao y =3x+5.

1.3 Neste caso, temos que substituir, na expressao da funcao, x por

(—2), entao

y=3x+5 & y:3(—2)+5 & y=-6+5 o y=-1

A ordenada do ponto é —1.

1.4 Para determinar a abcissa, basta substituir, na expressao, y por

17 e resolver a equacao.
y=3x+5
17=3x+5 & 17-5=3x & 12=3x & %:x e 4=X

A abcissa do ponto é 4.
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1.5 O ponto de interse¢ao da reta com o eixo das abcissas tem
ordenada zero, logo

y=3x+5
0=3x+5 & -5=3x& —-=—=

X
5
O pontotem de coordenadas [ ER J

2.1 Estava a 40 metros de distancia.
2.2 Esteve parado durante 8 minutos.

2.3 Pelo grafico, vé-se que € uma funcgdo afim do tipo f(t):kt+b.
Sendo b =40 a ordenada na origem, precisamos calcular o valor
de k.

No instante t =6 mn, a distancia € de 100 m, logo

100 = k x6+ 40, resolvendo a equagao, temos:

100-40=6k & 60=6k & %zk < 10=k

Como f(t): kt+ b, substituindo o k e o b pelos valores

encontrados, obtemos:
f(t)=10t+4o.

De 6 a 14 mn a funcao é constante, entao g(t): b, logo
g(t):100.

ATIVIDADES DE CONSOLIDAGCAO

1. Considera os pontos cujas coordenadas sao.
A (4,4); Bu(—4,4); c. (—4,— 4); D, (4,— 4);
1.1 Representa-os num referencial cartesiano.

1.2 Classifica o quadrilatero [ABCD] e indica a medida de cada
um dos seus lados.

1.3 Indica as coordenadas de qualquer ponto da diagonal [AC] e
da diagonal [BD] .
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2. Considera a fungao f, de dominio R, definida por f(x): 3x-1.

2.1 Completa a seguinte tabela:

f(x) 14 59

2.2 Representa graficamente a funcao f.

2.3 Quais dos pontos seguintes pertencem ao grafico da funcao f?
4
AL(3.8) B (6,18); cu(—,sj.
3

3. Considera as funcdes definidas por:

y=2x-5; y=2x+3 e y:—%x

3.1 Representa-as graficamente.

3.2 Sejam r, s e t, respetivamente, as retas correspondentes a sua
representacao grafica. Qual é a posicao relativa das retasre s?
Ederet?

4. Considera a funcao fdefinida em R por f(x):3x—3.
4.1 Determina os valores de f(x) correspondentes a

X € —g,—lO,l,Z .
3 3

4.2 Representa graficamente essa fungao.

4.3 Indica as coordenadas dos pontos de intersecao da reta que a
representa com os eixos coordenados.

5. Considera a funcao y =3x-2.

5.1 Indica:

5.1.1 a ordenada do ponto de abcissa —I;

5.1.2 a abcissa do ponto de ordenada 3.
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5.1.3 As coordenadas do ponto de interse¢cao da reta com o eixo
das abcissas.

5.2 Tendo em conta os resultados anteriores, representa,
graficamente, a funcao y =3x-2.

6. Escreve a expressao algébrica da funcao afim f, sabendo que:

61 7(0)=3 e f(1)=2
62 f(2)=-3 e f(0)=-3

7. Dadas as fungdes f(x):2x—6 e g(x):S—X:

7.1 Representa-as graficamente num mesmo referencial.

7.2 Indica as coordenadas do ponto que pertence aos dois graficos.

flx
7.3 Calcula o valor de h(0), sendo h(x) :gﬁ.

8. Considera a funcao afim f, de dominio R,
representada parcialmente na figura ao lado.

-5 -4 -3 -2

8.1 Qual é aimagem de O por ?

8.2 Qual é o objeto cuja imagem porfé 07

8.3 Qual é aimagem de 1 por f?

8.4 Escreve uma expressao algébrica da funcao f.
8.5 Qual é aimagem de 10 por f?

8.6 Qual é o objeto cuja imagem por fé 977

8.7 Seja agora a funcao g definida por g(x):—SXH.

Haverd algum objeto cuja imagem por fe g seja a mesma?

9. Trés amigos estavam na cantina da escola a estudar e
resolveram lanchar. Constataram os seguintes precos:

® um sumo custava 30 escudos;
® uma sanduiche de fiambre custava 45 escudos;

® um iogurte custava 40 escudos.
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9.1 Qual pode ser, neste contexto, o significado de cada uma das
expressdes?

(A) y=30n: (B) y=45n; (C) y=40n.

9.2 As funcdes referidas em 9.1 sdao fung¢des proporcionalidade
direta. Justifica esta afirmacao.

9.3 Para cada uma das funcdes dadas, identifica a constante de
proporcionalidade direta e explica o seu significado.

9.4 Representa as funcdes no
mesmo referencial.

30f-mmmmmm e o

9.5 Um dos amigos construiu 25

o grafico representado na
figura ao lado.

Preco em escudos

201 °

9.5.1 Escreve uma expressao
algébrica da funcao o P
representada graficamente.

@

9.5.2 Determina a constante
de proporcionalidade e o = >
. . .. NUmero de pastéis
interpreta o seu significado
Nno contexto apresentado.

10. Um movel em movimento retilineo com velocidade constante
obedece a funcgao s(t):5t+15, em que S € o0 espacgo percorrido
pelo moével (em metros) e t € o tempo gasto em percorré-lo
(em segundos).

10.1 Determina:

10.1.1 A posicao do mével no instante t=0 s.
10.1.2 A posi¢cao noinstante t=5s.

10.1.3 O instante em que 0 movel se encontra a 35 metros da origem.

10.2 Constrdi o grafico da funcao s(t).
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1. Uma maquina, ao sair da fabrica, sofre uma desvalorizagao
constante pelo seu uso, representada pela funcao p(t):SO—St
em que p é o preco da maquina (em contos) e t € o tempo de
uso (em anos).

11.1 Constroi o grafico dessa fungao.

1.2 Determina:

11.2.1 O custo da maquina ao sair da fabrica.

11.2.2 O custo da maquina apds cinco anos de uso.

11.2.3 O tempo para que a maquina se desvalorize totalmente.

12. O grafico ao lado mostra a temperatura g ®
de uma regiao do globo, desde as 5 horas u 1
até as 11 horas. 2w
o] B )
12.1 Em que horério desse periodo a 8
temperatura atingiu zero graus 6
centigrados? 4
12.2 Entre que horas desse periodo a ’ :
temperatura esteve negativa? S RS S o
12.3 Entre que horas desse periodo a 4

temperatura esteve positiva?

13. Amaquina de lavar da Joana avariou. Ela ligou para uma oficina
especializada e foi informada que o custo da reparagao seria de
2500 escudos para a deslocacao da maquina e 1000 escudos
por hora de trabalho.

13.1 Completa a tabela.

Numero de horas Custo do arranjo (escudos)

3500

13.2 Se a maquina levou 30 minutos a arranjar, quanto pagou
a Joana?

13.3 Se a Joana pagou pelo arranjo da maquina 7500 escudos,
guanto tempo foi necessario para arranjar a maguina?
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GEOMETRIA € MEDIDA I1

CONTEUDOS:

1. Transformacdes geométricas
e Operacdes com vetores.

e Propriedades das operacdes com
vetores.

® |sometrias.
e Translacao associada a um vetor.

e Propriedades das translacdes.

® Rotacoes, centro e angulo de rotacao.

e Propriedades das rotacoes.
e Composicao de isometrias.
e Homotetias.

® Reducao e ampliacao.

e Teorema de Thales.

® Semelhancas.

® Propriedades das homotetias e das
semelhancas.

e Poligonos semelhantes.

e Semelhancga de triangulos.

2. Medidas

e Areas de regides poligonais.

UNIDADE 5. Geometria e Medida Il @

OBIJETIVOS:

e Definir o conceito de vetor.
e Efetuar a adigcao algébrica de vetores.

e Aplicar as propriedades da adicao algébri-
ca de vetores.

® Associar um vetor a uma dada translacao.

e Construir aimagem de uma figura numa
translacao definida por um vetor dado.

® Reconhecer propriedades das translacoes.

e Resolver problemas simples que envol-
vam translacoes.

e Compor translagdes, relacionando-as com
a adicao de vetores.

e Utilizar instrumentos de medicao e de de-
senho na construcao de figuras.

e |dentificar rotacdes, os seus centros e 0s
seus angulos.

e Aplicar as propriedades das rotacdes.

e Construir rotacdes dados um ponto como
centro e a amplitude de um angulo.

e Reconhecer as propriedades comuns das
isometrias.

e Reconhecer que a translagcao € a Unica
isometria que conserva direcoes.

e Compreender a ho¢cao de homotetia.
e Definir homotetia.

e Compreender a nocao de semelhanca.
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Reduzir e ampliar figuras, dada a ra-
zao de semelhanca.

Identificar figuras semelhantes, dis-
tinguindo-as das congruentes.

Construir poligonos semelhantes.

Calcular distancias reais a partir de
uma representacao.

Determinar a razao de semelhanca, de
homotetia de triangulos e de quadri-
|ateros.

Compreender critérios de semelhanca
de triangulos e usa-los na resolucao de
problemas.

Enunciar o teorema de Thales.

Aplicar o teorema de Thales no calculo
de comprimentos de um dos lados de
um triangulo.

Identificar critérios de semelhanca de
triangulos e diferencia-los dos de con-
gruéncia.

Justificar a semelhancga entre os trian-
gulos obtidos ao tracar a altura referente
a hipotenusa num triangulo retangulo.

Calcular areas de regides poligonais
planas, recorrendo a composicoes e de-
composicdes e as formulas correspon-
dentes.

Comparar areas de regides poligonais
planas semelhantes.

Realizar atividades de forma autdénoma,
responsavel e criativa.

Manifestar sentido de responsabilida-
de, de flexibilidade e de respeito pelo
seu trabalho e pelos outros.

Desenvolver a autoconfianca.
Criar habitos de trabalho e de persisténcia.

Desenvolver a visualizacao e o racioci-
nio geomeétrico, de modo a ser capaz
de os usar.

Desenvolver a no¢cao de demonstracao,
mostrando-se capaz de fazer racioci-
nios dedutivos.

Explicar e confrontar as suas ideias, jus-
tificando as suas opinides, desenvol-
vendo a comunicacao e o raciocinio.
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TRANSFORMACOES GEOMETRICAS

ORIENTAGCOES DA RETA

Considera a reta r e sobre ela marca os pontos A, Be C.

O ponto A pode deslocar-se sobre a reta r em dois sentidos
opostos. Assim:

,
C A B

o o

e Adeslocagaodo ponto A para adireita indica uma orientagao da
reta: a orientagao de A para B. Nesse caso, a reta fica orientada
de A para B, logo, o ponto A precede o ponto B.

i
A - B

e Adeslocacaodo pontoA paraaesquerdaindicaoutraorientagcao
dareta:aorientagcaode A para C. Nesse caso, a retafica orientada
de A para C, logo, o ponto A precede o ponto C.

r
C — A

Com a reta orientada de A para B, dizemos que nela foi definido o
sentido positivo.

Com a reta orientada de A para C, dizemos que nela foi definido o
sentido negativo.

ATIVIDADE

Considera a reta r da figura e nela os pontos P, Q, Re S.

r
P Q R S

Diz se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacodes:

1. Se areta esta orientada de Q para R, entdao P precede S.
2. Aorientacdao de Q para R € igual a orientacao de P para S.
3. Aorientacao de R para Q é oposta a orientacao de Q para S.

4. O sentido da orientacao de S para P é negativo.
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SEGMENTOS ORIENTADOS

Consideremos, agora, um segmento de reta [AB].

A este segmento de reta [AB] correspondem dois segmentos
orientados:

e O segmento de reta orientado de A para B. A é a origem do seg-
mento e o ponto B é a sua extremidade. Representa-se por [A, B].

e O segmento de reta estd orientado de B para A. A origem do
segmento € o ponto B e a extremidade é o ponto A. Represen-
ta-se por [B, Al.

Nota que [A, B] # [B, A].

Um segmento orientado [A, B] é definido pelos pontos A e B, sendo
A aorigem e B a extremidade.

O comprimento de um segmento de reta orientado [A, B] é o com-
primento do segmento de reta [AB], ou seja, a distdncia entre a sua
origem e a sua extremidade e representa-se por@.

A direcao de um segmento de reta orientado [A,B] € a direcao da
Sua reta suporte, a reta AB.

O segmento de reta [AA] e o segmento de reta orientado [A, A], de
extremos coincidentes, tém comprimento igual a zero.

O segmento de reta orientado [A, A] tem dire¢cao e sentido indefinidos.

O segmento de reta orientado [A, A] desigha-se por segmento
orientado nulo (coincide com o ponto A).

Nota:

Dois segmentos de reta orientados tém a mesma direcdao quando as
respetivas retas suporte sdo estritamente paralelas ou coincidentes.



UNIDADE 5. Geometria e Medida Il

VETORES NO PLANO

Na figura, asretasr, s e t sdo estritamente paralelas e os segmentos
de reta representados tém 3 cm de comprimento cada.

r

e i
A B C D
s
e
E F
t
.
H G

Os segmentos de reta orientados [A, B], [C, D] e [E, F] tém a mes-
ma direcdo, o mesmo sentido e ©c mesmo comprimento. Por esta
razdo, dizemos que sdo segmentos orientados equipolentes.

O segmento de reta orientado [G,H] tem a mesma direcao, 0 mes-
mo comprimento e sentido oposto em relacdo aos outros seg-
mentos de reta orientados [A,B], [C,D] e [E,F]

Dois segmentos de reta orientados sdo equipolentes quando tém
a mesma direcao, o mesmo sentido e o mesmo comprimento.

Exemplo

Na figura ao lado, esta representado um retangulo maior [ABCD],
com 2cm e 4 cm de lado, dividido em quatro retangulos menores
geometricamente iguais.

1. Utilizando as letras da figura ao lado, indica dois D

(0]

segmentos de reta orientados com:

1.1 a mesma direcao, o mesmo sentido e 2 cm de
comprimento;

1.2 a mesma direc¢ao, sentidos opostos e 4 cm de
comprimento;

1.3 zero centimetros de comprimento.

2. Ainda na mesma figura, indica dois segmentos de reta
orientados equipolentes a:

2.1 [D, Al 2.2 [A Bl
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Resolucao

1.1 Por exemplo, [A, D] e [B, C] 21[G, Hle]C B]
1.2 Por exemplo, [A, B] e [F, E] 22[E Fle|D C]
1.3 [A A] [/, 1]

NOCAO DE VETOR

Os segmentos de reta orientados equipolentes distinguem-se uns
dos outros apenas por terem origens diferentes, dado que tém a
mesma direcao, 0 mesmo sentido e o mesmo comprimento. Dize-
Mos que eles representam o mesmo vetor.

Um vetor € um conjunto de segmentos orientados equipolentes.

Qualquer segmento orientado de um vetor representa esse vetor.

Um vetor fica definido por uma direcao, um sentido e um compri-
mento. O comprimento, o sentido e a direcao de um vetor sao o
comprimento, o sentido e a direcao de qualquer segmento de reta
orientado que o representa.

O vetor determinado pelo segmento de reta orientado [AB] pode
representar-se por AB ou por uma letra minuscula, como por

exemplo, U.

O vetor determinado pelos segmentos de reta orientados de extre-
mos coincidentes é o vetor nulo e representa-se por O.

O vetor nulo tem direcao e sentido indeterminados.

Assim, por exemplo, AA =0

Exemplo

Consideremos os conjuntos de segmentos de reta orientados da
figura seguinte, representados por cores diferentes:
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<y

Os segmentos de reta orientados [A, B], [C, D] e [E, F] sao equipo-
lentes. Representam o vetor u.

Os segmentos de reta orientados [G, H], [/, J] e [K, L] sao equipo-
lentes. Representam o vetor v.

O segmento de reta orientado [M,N] representa o vetor w.

w=MN
Dois vetores nao nulos com a mesma direcao dizem-se vetores
colineares.

Dois vetores com a mesma direcao, 0 mesmo comprimento e sen-
tidos opostos, dizem-se vetores simétricos.

O vetor simétrico do vetor u representa-se por -u.

Exemplo
u N r
- v S
W _ t
rils|lt

Na figura acima, temos que os vetores:

® U,V , e w sdo colineares;
* UevV siovetores simétricos (U =-U);

* UeWw sjoiguais (U = w).
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Figura 1
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SOMA DE UM PONTO COM UM VETOR
Considera o seguinte problema:

Dado o ponto A e um vetor U, determina a extremidade B do segmen-
to de reta orientado com origem em A, que representa o vetor U.

O problema resolve-se da seguinte forma:

e Comegamos por tragar a semirreta de origemem A
com a direcdo e sentido de u;

® Sobre essa semirreta consideramos, a partir de A,
0 segmento de reta de comprimento igual ao do
vetor U;

e A extremidade desse segmento € o ponto B.

Desta forma, ao ponto A e ao vetor u foi possivel fazer
corresponder um ponto B, tal que AB=U, ou seja, B—A = 4.

Ao ponto B da-se o nome de soma do ponto A com o vetor u.

A soma de um ponto A com um vetor U € um ponto B, tal que

AB=UouB=A+Jdould=B-A

Nota que A+O=A.

ATIVIDADES

1. Nafigural, [ABCD] e [ABEF] sao dois paralelogramos.

1.1 Quantas direcdes estao representadas?

1.2 Quantos sentidos estao representados?

1.3 Quantos sao os segmentos de reta orientados?

1.4 Quantos vetores estdo representados?

1.5 Indica dois vetores iguais e dois vetores simétricos.

1.6 Indica dois vetores com o mesmo comprimento, mas que nao
sejam iguais.
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2. Na figura ao lado, [ABCD] é o losango maior, dividido em
quatro losangos menores, geometricamente iguais.

Completa:

21 A+E=--- 2.2 C+a=--- c
23 ...+DB=B 2.4 E4=C

25 Haiw.oH 2.6 .+DH =C

27 F-A-=.. 28 |H=C-..

TRANSLACAO ASSOCIADA A UM VETOR

Atranslagcao é uma transformacao geométrica associada a uma di-
recao, a um sentido e a um comprimento, isto €, a um vetor, do se-
guinte modo: a cada ponto da figura original, faz-se corresponder
a soma desse ponto com o vetor considerado.

Exemplo 1

Figura

Observando a figura ao lado, podemos verificar que a partir ! !

da figura |, deslocando-se cinco unidades para a direita, ob-
tém-se a figura Il e deslocando-se cinco unidades para baixo
obtém-se a figura lll.

Assim, dizemos que as figuras Il e lll sdo os transformados da !
figura | por meio de translacdes. A

Exemplo 2

Considera agora a figura
ao lado.

Por observacao, podemos
verificar que:

o A'=A+U
°* B'=B+u
e C'=C+u

e D'=D+u
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Para cada ponto P do quadrilatero [ABCD] existe um ponto P' do
quadrilatero [A'B'C'D'], tal que P'= P + .

Diz-se que o quadrilatero [A'B'C'D'] € o transformado do
quaderilatero [ABCD] pela translacdo associada ao vetor 4.

A translacdo associada ao vetor U é a aplicacdo que a um ponto P
faz corresponder o ponto P tal que P'= P + (.

A translagao associada ao vetor U representa-se por T.

A imagem do ponto P por T, representa-se por T; (P), ou seja,
P =T.(P)

Exemplos
1. Observa a figura seguinte.

Qual é aimagem do ponto P pela translacao:

11 7,

a J é
12 T, i -
13 T, 7 7

L P M

1.4 Ta ] i 5 I
1.5 7, N .0
Resolucao
11 7,(P)=P+da=M 12 T,(P)= P+b=M
13 T, (P)=P+C=K 14 T, (P)= P+d=N

2. Reproduz a figura ao lado no teu
caderno e desenha o transformado do c
tridangulo [ABC] pela translacao que B
transforma Aem A" Pl
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Resolucao

2. Vamos desenhar o vetor AA' e obter a imagem de
cada um dos vértices na translagao T

ATIVIDADES

1. Considera a figura abaixo.

<!

1.1 Qual é aimagem do motivo A na transla¢do associada ao vetor u?
1.2 Indica a imagem do motivo B na translagao associada ao vetor v.
1.3 Qual € o vetor da translacao que aplica o motivo A no motivo C?

1.4 Existe alguma translagao que aplica o motivo C no motivo B?

2. Determina a imagem da figura através da translacao associada
ao vetor CE'.
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3. Determina a imagem da figura representada, pela translacao
associada ao vetor v.

\\/»

EHERE

PROPRIEDADES DAS TRANSLACOES

Na figura ao lado, o triangulo [A' B' C'] é o transformado do
/ triangulo [ABC] na translacdo associada ao vetor 4.
B,

Observando a figura, podemos verificar que:

Os segmentos de reta [AB], [BC] e [AC] sao transformados, respe-
tivamente, nos segmentos de reta paralelos e geometricamente
iguais, [A'B'], [B'C'] e [A'C'].

e Osangulos <A, «B e «C sao transformados, respetivamente
nos angulos <A, «B' e <C', geometricamente iguais:

e Ostriangulos [ABC] e [A'B'C'] sao geometricamente iguais.

Propriedades das translagées

Uma translacao transforma:

® um segmento de reta noutro segmento de reta paralelo ao
primeiro e geometricamente igual,

e um angulo noutro angulo geometricamente igual;

e uma figura noutra figura geometricamente igual.
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COMPOSICAO DE TRANSLACOES. ADICAO DE VETORES

Composicao de translacoes

Na figura ao lado, pode-se ver que através da translagao associada
ao vetor U, a seta S, é transformada na seta S,easeta S, é trans- Ss
formada na seta S, na translagdo associada ao vetor V.

Podemos verificar ainda que a seta S, € transformada na seta S,
por meio da translacao associada ao vetor w.

A translacdo associada ao vetor w, (T), da-se o nome de translagao
composta das translagdes (T) e (T;) e representa-se T o T.

O vetor w é o vetor soma do vetor U com o vetor v.

Dados dois vetores U e V, a composta da translacdo TV,
com a translagao T_, € a translagao que consiste em aplicar
Ta’ a um ponto P e, em seguida, Tv’ ao ponto Ta (P), isto &,
T oT. =T, (T, (P)) .Elaesta associada ao vetor (j+V:

T,oT; (P) = To (P)

v a u+v

P"=T;(P)

Cy
<l

P'=T; (P)

a
—
V/(

Exemplo

ci

Dado o triangulo [ABC] e os vetores U e V,
determina a sua imagem na translacao
composta T_oT_.

<l

<|
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Resolucao
[ABC] «» [A'B'Cl] e [A'B'C1 = [A"B"C"]

T, T

RN

Entdo: TGoTV([ABC]): T (TV([ABC])
T,(AB'C)=[A"B"C"

Adicao de vetores

Como vimos acima, o vetor associado a translacao composta de

duas translacdes é o vetor soma dos vetores associados aquelas
translagoes.

Para adicionar dois vetores quaisquer, procede-se do seguinte modo:

B B
5 -
_ L = v
a u c u 2
\
A A W

o [} VAL o i _ —_—
1°UevV sioos 2° Considera-se um 3° O vetor AC éa

vetores dados. ponto qualquer A soma dos vetores

(origem). Determina-
se B=T,(A) eC=T,(8).

B
DC 047 - AB+BC- AC
A

dev.

AC=0+V
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No caso em que os vetores tém a mesma diregcao, podemos
considerar:

vetores com o mesmo sentido e comprimentos diferentes;

]

\
<l

A "B

Y

U+v =AC
[ ]

vetores com sentidos contrarios e comprimentos diferentes;

g I
- -———————————
]
A C B
u+v=AC

U+v=AC=0

Entao, podemos concluir gue o vetor soma ¢ um vetor com a
origem do primeiro vetor e extremidade do segundo vetor.

Propriedades da adicao de vetores

* Propriedade comutativa

U +V =V + U, quaisquer que sejam os vetores u e v.
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e Existéncia do elemento neutro

u+0=0+u=d, qualguer que seja o vetor U.

e Existéncia do elemento simétrico

U+ (-d) =-d + d = 0, qualguer que seja o vetor 4.

u u
-a -d
A

AB+BA =AA=0=10U+(-U)
* Propriedade associativa

(U+V)+ w=U +(V +W), quaisguer que sejam os vetores U, V e W.

Produto de um numero real por um vetor

d

\

Considera o vetor U:

A'soma u + U é um vetor com a mesma direcdo e sentido do vetor
U e comprimento igual ao dobro do comprimento do vetor 4.

U+U=20=2xU

\
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Asoma U + U + U € um vetor com a mesma U+U+U=3U0=3xU
direcdo e sentido do vetor U e comprimento igual

UNIDADE 5. Geometria e Medida Il )

ao triplo do comprimento do vetor 4 .

Recorda que o vetor simétrico de — U que se representa por 4 € um

vetor com a mesma dire¢do e o mesmo comprimento de d, e com
sentido contrario ao de U.

Assim,

A soma (-u) + (-u) € um vetor com a mesma direcdo, sentido

contrario ao do vetor U e comprimento igual ao dobro do

2x(-0)=-2xd

comprimento do vetor 4.

Asoma (-u) + (-u) + (-u) € um vetor com a mesma direcao

e sentido contrario ao do vetor 4 e comprimento igual

3x(-U)=-3xd

-

ao triplo do comprimento do vetor 4.

Entao,

O produto de um numero real k por um vetor 4 € um vetor com:

Direcdo e sentido do vetor u, se k for positivo e comprimento
igual ao produto de k pelo comprimento do vetor u.

Direcdo do vetor u, sentido contréario, se k for negativo e
comprimento igual ao produto do | k | pelo comprimento do
vetor U,

Se k=0, obtemos o vetor nulo.

Exemplos
u
T —_I> -
H:74> a»_ 'I_>
o 2u b—-iu
4 3= + T oz
c_2u d--zu
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No caso de \/EC/:

AB
A [ B E
AE =\2U )
A 2o E
ATIVIDADES

1. Determina o vetor soma de cada um dos seguintes pares de
vetores:dec, bed, eef,gei,hej, kel,

a cl
M ol T

e

ol

g o T
I~ i o Rl
2. Considera o retangulo [ABCD].
2.1 Completa:
D C
211 T (A)=-
E
2.1.2 T;C(B):--
A B

213 (TL%OTA—B)(A):"
214 (T@oTa)(C):---

2.2 O vetor que define a translagao composta ( Tﬁ °T65 ) e..
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2.3 Determina:

2.3.1 & + C—D 2.3.2 @ + EA

233 DC+DA  2.3.4 CE+DE

3. Na figura estdo desenhados nove triangulos equilateros
geometricamente iguais.

Completa:

31 BC+CD=- 3.2 AB+CE-= 3.3 HI4+DC =
3.4 BE+-=BH 3.5 FE+ - =FE 3.6 - +BD=BC
37 T (A)=- 3.8 T [HIJ] =~ 39 T.(H)=8B
310 T T (A)=- 311 BD=---AB 312 DI=--ED
313 BD=---AD 314 IH=--DB

4. Desenha no teu caderno um paralelogramo [ABCD], tal que:
AB=6cm; BC=4cm e BAD=60°
4.1 Determina o transformado do paralelogramo que desenhaste

pela translacao T oT—.

5. Desenha no teu caderno a figura ao lado, constituida por um
semicirculo de centro D e por um triangulo equilatero.

5.1 Constréi a imagem da figura, pela translagcao associada ao vetor 5
e chama [A'B'C'] a imagem do triangulo [ABC] e D' a imagem de D.

5.2 Qual é a amplitude de cada um dos angulos internos do
triangulo [A'B'C']? Justifica.

5.3 Aimagem da figura, obtida pela translacao T ,aplica a =
e chama-lhe [A"B"C'"] . Qual é o vetor que te permite passar,
por translacao, diretamente do triangulo [ABC] para o triangulo
[A'B"C"]?

151



Matematica 8° ano

152

ROTACOES

Rotacoes, centro e angulo de rotacao

No 6° ano de escolaridade, iniciaste o estudo das rota¢gdes. Como
sabes, no quotidiano, observamos muitas vezes e em varias situa-
¢des o movimento de rotacao.

No movimento de rotagao ha sempre um ponto fixo - o centro de
rotagdo - e um angulo - o angulo de rotagao.

Uma rotacao pode ser feita no sentido contrario ao dos ponteiros
dos relégios (sentido positivo, +), ou no sentido dos ponteiros dos
relégios (sentido negativo, -).

Na figura, esta representada uma circunferéncia de centro O e um
hexagono regular nela inscrito.

Repara que o hexagono esta dividido em seis triangulos equilate-
ros geometricamente iguais, o que significa que a amplitude de
cada um dos angulos internos do tridngulo é de 60°.

Imagina o ponto M a rodar no sentido contrario ao dos ponteiros
do reldgio sobre a circunferéncia.
Assim:

® se Mroda 60° no sentido positivo vai coincidir com o ponto A,

® se Mroda 120° no sentido positivo vai coincidir com o ponto B.

E se M rodar +180°, -240°, -300° e +360°, qual € a posi¢cao que vai
ocupar?

Dados dois pontos, O e M, e um angulo a, o ponto M' é a imagem
do ponto M pela rotacao de centro O e angulo a, quando os seg-
mentos de reta [OM] e [OM'] tém o0 mesmo comprimento e os an-
gulos a e MOM'tém a mesma amplitude.

Simbolicamente, representa-se por R(O,a)(M):M’.

A imagem do centro de uma rotagao € o proprio centro.
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Construcao de imagens por rotagao

Vamos construir, na rotacao de centro O e angulo a, a imagem de:

Um ponto

Dados dois pontos distintos, O e M, determina a imagem do ponto
M na rotacao de centro O e amplitude 40°.

Deves: i
1
I
1
. M1
® Marcar os dois pontos O e M, il SR
1 s
e Unir o ponto O com o ponto M; | \‘»\M
I
1 PR
e Colocar o transferidor com centro em O e o zero alinhado com ! SN
0 ponto M e marcar o angulo a = 40°, i 7 .
— ! ,/
e Com o compasso, com centro em O e raio OM, desenhar o P’
a=40°
arco MM, 0

M’ é aimagem de M pela rotacao de centro em O e amplitude 40°.

Um segmento de reta
Constroi aimagem de [AB] na R, 709 -

Para construir a imagem de um segmento de reta, comeca-se por
construir as imagens de cada um dos extremos, A' e B', desse seg-
mento, procedendo como no caso anterior. Depois, basta unir os
pontos imagem, A' e B', obtendo-se o segmento [A'B'].

Um poligono

Al £
Determina a imagem da figura ao lado, na rotacao
de centro O e amplitude +90°.
o

Para construir a imagem de um poligono por meio i AP
de uma rotacdo, comeca-se por construir as ima-

, . L e {.4’ K /) | ' \\.DI o
gens de cada um dos vértices desse poligono. De- B” PR LY I

pois, basta unir os pontos imagem, A", B, C', D', E'e F, S .
obtendo-se o poligono [A'B'C'D'E'F'. k. %
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B
A =€
Figura
D (“\
A i B
Figura 2
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PROPRIEDADES DAS ROTAQ@ES
Uma rotacao transforma:

® um segmento de reta noutro segmento de reta
geometricamente igual ao primeiro;

® um angulo noutro geometricamente igual;

e uma figura noutra geometricamente igual.

ATIVIDADES

1. Considera um quadrado [ABCD] e seja O o ponto de intersecao
das suas diagonais.

Determina o transformado do quadrado pela rotacao de centro O
e amplitude:

1.1 +90° 1.2 -180° 1.3 +45°

2. Na figura 1, esta representado um losango [ABCD], sendo E o
ponto de intersecao das suas diagonais.

2.1 Determina o transformado do losango [ABCD] na rotagao de
centro E e amplitude -90°,

2.2 Determina a imagem do losango [ABCD] na rotagao R g0

2.3 Indica uma rotacao de centro E que aplique o losango
em si mesmo.

3. Na figura 2, esta representado um trapézio retangulo [ABCD],
sendo M o ponto médio do lado [AB]. Determina o transformado
do trapézio na rotacao de centro M que aplica Bem C.

4. Na figura 3 esta representado um octdégono regular
[ABCDEFGH)].

Completa:
41 A > - 42 E 2 -
R (0, +135°) 'Q(O, -45°)

Fé--------
4.4 Béimagem de --------- , ha rotacao de centro O, que aplica Hem D
45 EFE «» E
R

(O---)
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A

5. Determina o centro e o angulo de rotacao que aplica o
triangulo [ABC] no triangulo [A'B'C’], da figura ao lado.

ISOMETRIAS DO PLANO. PROPRIEDADES

No estudo das transformacdes geométricas, nomeadamente
translacao, rotacao e reflexao, vimos que as figuras mantém a sua
forma e tamanho, alterando apenas a sua posi¢cao. Por este motivo,
também se chamam isometrias.

Isometria (Iso — igual, metria — medida) que significa a mesma
medida.

Observa a imagem de cada um dos poligonos, nas seguintes trans-
formacgdes geométricas:

Translacao Rotacao

B u B 3

@]
< A
Dy ¢ 135
C c
E
h4
A A A B

=

Reflexao

Rotacao de centro O
e amplitude +135° do
guadrado [ABCD]

Translagao associada ao

vetor (J do triangulo [ABC] [EFGH]

Reflexao de eixo r do losango

Certamente, verificaste que a translagao € a Unica isometria que
conserva a direcao e o sentido de qualquer segmento orientado
ou semirreta.

COMPOSICAO DE ISOMETRIAS

Uma composi¢cao de isometrias resulta da aplicacao sucessiva de
isometrias na mesma figura.

Quando se compdem duas ou mais isometrias, o resultado € ainda
uma isometria.

* A composicao de duas translagcdes € uma translagao associada
a0 vetor soma dos vetores das translacdes parcela.
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Exemplo:

Determina a imagem do triangulo [ABC] na translagcao composta

T oT,.

1. A partir do triangulo [ABC], constroéi-se a sua
imagem na translacdo associada ao vetor U,
obtendo-se o triangulo [A'B'C'].

2. De seguida, determina-se a imagem do
tridangulo [A'B'C'] na translagao associada ao
vetor v, obtendo-se o tridangulo [A"B"C"].

3. Otriangulo [A"B"C"] € aimagem do triangulo
[ABC] na translacao composta T oT. ,em
qgue o vetor associado a essa translacao é
igual a soma do vetor 4 com o vetor V.

T oT.[ABC]=T, [ABC]

e A composicao de duas rotagcdes com o mesmo centro € uma ro-
tacdo com o mesmo centro e angulo de amplitude igual a soma
das amplitudes dos angulos das rotac¢des parcela.

Determina a imagem do poligono [ABCDEF]na rotagdo composta

R

o
(O, +30°)

(0, +30°) ° R(o, +60°) °

R

(O, +30°)

(O, +60°)

A partir do poligono [ABCDEF], constroi-se a
sua imagem na rotagao R obtendo-se
o poligono [A'B'C'D'E'F].

(0, +60°),
De seguida, determina-se a imagem do

poligono [A'B'C'D'E'F] na rotacdo R
obtendo-se o tridangulo [A"B"C"'D"E"F"].

o, +3oo)’

. O poligono [A"B"C"D"E"F'"] € a imagem do

poligono [ABCDEF] na rotacdao composta

R(o, 0)° I-?(O, wo) €M AUEO centro dessa rotacao

€ o ponto O e o angulo de rotacao € igual a
soma das amplitudes dos angulos dados.

Rio, v50)°Rio, co)ABCDEF1=R ,  [ABCDEF]

® A composicao de duas reflexdes axiais nao € uma reflexao axial,
sendo uma translagcao no caso em que os eixos de reflexao sao
paralelos (exemplo 1) e uma rotag¢ao No caso em gue 0s eixos se
intersetam num ponto (exemplo 2).
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Exemplo 1

Determina a imagem do triangulo [ABC] na reflexao composta
R oR.

ROR=T,
1. A partir do triangulo [ABC], constrdi-se a sua imagem na
reflexao de eixo r, obtendo-se o triangulo [A'B'C'].

2. De seguida, determina-se a imagem do triangulo [A'B'C'] na
reflexdo de eixo S, obtendo-se o triangulo [A"B"C"].

3. Otriangulo [A"B"C"] éaimagem do triangulo [ABC] na reflexao

composta R_oR , sendo esta, agora, uma translagcao associada

ao vetor j=BB".

R_oR[ABC]=T [ABC]

Exemplo 2

Determina a imagem do tridngulo [ABC]
na reflexdo composta R_oR , sendo os dois
eixos r e s concorrentes num ponto O.

(0133°)

1. A partir do triangulo [ABC], constroi-se
a sua imagem na reflexdao de eixo I,
obtendo-se o triangulo [A'B'C'].

2. De seguida, determina-se a imagem do
tridngulo [A'B'C'] na reflexdo de eixo s,
obtendo-se o triangulo [A"B"C"].

3. Otriangulo [A"B"C"]éaimagem dotriangulo [ABC] na reflexao
composta /-'esol-'er , sendo esta, agora, uma rotacao de centro O
e amplitude do angulo COC".

Neste caso, R_oR [ABC]= R( )[ABC].

O,+130°
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ATIVIDADES

1. Desenha a figura seguinte no teu caderno e determina o seu
transformado na translagdo T_oT .

u
—_—

<i

2. Observa afigura ao lado, onde num referencial cartesiano estao
representados trés triangulos A, B e C.

2.1 Otriangulo B é o transformado do triangulo A por uma
rotacdao. Qual é o centro e a amplitude do angulo de
rotacao?

2.2 O triangulo C é o transformado do triangulo B por
uma rotacao. Qual € o centro e a amplitude do angulo
de rotagao?

158

2.3 Descreve a Unica rotagcao que transforma o triangulo
A no triangulo C.

2.4 Escreve as coordenadas dos vértices do triangulo D,
que é obtido do triangulo C, numa rotagao de centro
(0, 1) e amplitude -90°.

3. Na figura seguinte, esta representada a bandeira de Cabo Verde
e nela dois pontos A e B.

e, el el e

B

3.1 Desenha no teu caderno:

3.1.1 a bandeira B,, imagem da bandeira B pela reflexdo de eixo ek
3.1.2 a bandeira B,, imagem da bandeira B, pela reflexdo de eixo e_;
3.1.3 a bandeira B,, imagem da bandeira B, pela reflexao de eixo e

3.1.4 abandeira B,,imagem da bandeira B; pela reflexao de eixo e, .
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3.2 Descreve a translagao que transforma:

3.21 Bem 32 3.2.2 B, em B3 3.2.3 BZ em B4

3.3 Do que observaste em 3.2, formula uma conjetura para
descrever a transformagcdao geométrica que resulta de duas
reflexdes consecutivas de eixos paralelos.

4. Considera os pontos A w» (1,2),Bw(6,5) e C w (4, -1).

4.1 Representa, num referencial cartesiano, os pontos A,Be Ce
constroi o triangulo [ABC].

4.2 Traca uma reta e paralela ao segmento de reta [AC].

4.3 Determina a imagem do triangulo [ABC] pela TE °R..

5. Considera a figura ao lado: D, 1
IC
5.1 Determina [A"B"C"D"] o transformado
do trapézio [ABCD] por meiode R oR
B e

5.2 Carateriza a isometria que aplica
[ABCD] em [AIIBIICIIDII].

HOMOTETIAS
pl_
Observa a figura ao lado. D p {
A o gv A
24 v
(o

Repara que:

O—F;=2x5ﬁ,ondep'=P+2x@

OP“=%x@,onde P“=P+%xa-'>

OP"'=—%X@,onde P'“=P+(—%)x@
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A aplicacdo que transforma o boneco A nos bonecos B, C e D da-se
o nome de homotetia de centro O e razdo r e representa-se
por H(O’r) .

Homotetia de centro O e razao r ¢ uma aplicacdo que a cada
ponto P do plano faz corresponder um ponto P' homotético
de P, tal que:

P'=0O+rxOPeOP =rxOP

Nota: A homotetia de razao zero (ou razdo nula) transforma cada
ponto no centro de homotetia.

De acordo com a definicao de homotetia, podemos verificar que:

® aimagem do centro O é o proprio O;

® um ponto P, a suaimagem pre o centro O estdao sobre a
mesmaretae OP' =|r| OP .

Se|r|>1,aimagem da figura dada € uma ampliacao;
Se|r| <1 aimagem da figura dada é uma reducao;
Se | r| =1 aimagem da figura dada € uma isometria.

No caso de a razao ser positiva, a homotetia diz-se positiva e diz-se
negativa se a razao for negativa.

Voltando a figura representada inicialmente, verificamos ainda
que o boneco B € uma ampliacao do boneco A, enquanto que os
bonecos C e D sao reducdes do boneco A.

Exemplo

Considera o triangulo [ABC] represen-
tado na figura e um ponto O. Determi- o
na o seu transformado na homotetia

de centro O e razao 2. A figura obtida

€ uma redugcao ou uma ampliagao?
Justifica.
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Resolucao

® Pelo ponto O, tracam-se trés semirretas com origem nesse ponto e
gue passem por cada um dos vértices do triangulo.

e Assinalam-se os pontos A, B' e C', tais que:

OA'=20A
OB'=20B
OC'=20C

e Unem-se os pontos A, B'e C"

OA' OB' OC'_
OA OB OC

2

2 € a razao da homotetia.

A figura obtida € uma ampliacao.

Podemos verificar que:

A'B'=2AB
B'C'=2BC
A'C'=2AC

ou seja, os lados do triangulo [ABC] e do seu homotético [A'B'C']
sao diretamente proporcionais, isto &,

AB' B'C' AC'_
AB BC AC

2

Os comprimentos dos lados de um triangulo e do seu homotético
sdo diretamente proporcionais.
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A partir deste exemplo, podemos verificar ainda que numa
homotetia:

® um segmento de reta e o seu homotético sao paralelos e os
seus comprimentos sdao proporcionais;

® uma reta é transformada noutra reta paralela;

e um angulo é transformado noutro com a mesma amplitude.

Composicao de homotetias
Considera o triangulo [ABC] e a homotetia H,de centro O e razao
—% , € a homotetia H,de centro O e razdo 2. Determina o

transformado [A"B"C"] do triangulo [ABC] na aplicagdo H,oH,.

Resolucao
A aplicacao
‘.B"
I—I1 ol—l2 € uma homotetia de razao -1, pois,
"—"..:’ b.“ Ao o o
A A g» i _A_ =2e A_B = %, entao A_B =2X % =1
AB AB AB

e os angulos do triangulo inicial [ABC] e os
L correspondentes do seu homotético final
' [A"B"C"] sao geometricamente iguais.

A composi¢cao de homotetias € uma homo-
tetia cuja razao € o produto das razoes.

TEOREMA DE THALES

Thales de Mileto (640-546 a.C.), matematico,
professor, astronomo e filésofo grego, ficou
conhecido como um dos sete sabios da antiga
Grécia. Por muitos considerado o pai do raciocinio
dedutivo, introduziu o estudo da Geometria na
Grécia. Supde-se que viveu algum tempo no Egito
onde, provavelmente, aprendeu geometria e na
Babilénia onde entrou em contacto com tabelas e
instrumentos astrondmicos. Ao matematico Thales, associam-se as
primeiras descobertas matematicas. Acredita-se que foi o primeiro
gedmetra a provar as suas teorias por meio de demonstracdes feitas
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passo a passo. Atribui-se a Thales o calculo da piramide de
Quéops, recorrendo a semelhanca de triangulos e a medicao de
distancias dos navios no mar até a praia, entre muitos resultados
geomeétricos importantes.

Na figurar|| r

Da homotetia de centro O, que
aplicaAemA, BemB'eCemCC,

rem r', conclui-se que: /

r A B C
AB _BC _AC _ .
AB BC AC

ou seja:

Teorema de Thales: Um feixe de retas concorrentes determina,
em duas paralelas, segmentos de reta correspondentes direta-
mente proporcionais.

Exemplo

Aplica o teorema de Thales para determinar a
medida, em cm, do comprimento do segmento x.

DE || BC

Resolucao

Como DE || BC, pelo teorema de Thales, temos:

>(I>
3
%3]

:A4—C®5E:36®E:%®E:7,2cm

Uil o

X=AC-4=72-4=32cm
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ATIVIDADES

1. Considera a homotetia de centro O e razao 2 e os pontos
A B, CeD.

1.1 Determina geometricamente os pontos A', B', C' e D'
homotéticos, respetivamente de A, B, C e D.
1.2 Completa:

121 OA' =-.OA 122 ..=208B 123 OC'=2...

2. Representa, num sistema de eixos coordenados, os pontos
A (3,17)eC(1,1).

Na homotetia de centro C e razdo -2, A' é o transformado de A.

2.1 Determina, geometricamente, o ponto A e indica as suas
coordenadas.

2.2 Obtém, geometricamente, os transformados dos pontos
B (0, 2) e D (2, 2) na mesma homotetia.

2.3 Determina as coordenadas do ponto A" na homotetia
H (C, -2).
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3. Considera a figura ao lado, em que:
[ABC] & um triangulo;

B

AB=4 cm; BC=6 cm; AC=8 cm; ; 2

ED || AC

L A ¢ o C
BD=15cm

3.1 Constroi o homotético do triangulo [ABC] na homotetia Heg 1,
"2

3.2 Determina azﬁ

SEMELHANCAS

Semelhanca ¢ uma transformagcdao geométrica que conserva a
amplitude dos angulos e a proporcionalidade dos segmentos.

Nas figuras abaixo, podemos observar dois poligonos semelhantes.

A figura | € uma reducao da
figura ll, ou a figura Il € uma
ampliacdo da figura |, pois
0s angulos correspondentes
tém a mesma amplitude e os
lados correspondentes sao
proporcionais. Por isso, sao
semelhantes.

Figural

Figurall

As figuras | e Il tém a mesma
forma.

Uma figura F diz-se semelhante a uma figura F ' se e s6 se exis-
te uma semelhanc¢a que transforma F em F ' Simbolicamente,
F semelhante a F 'escreve-se F~ F'

Chama-se razao de semelhanca ao quociente entre os compri-
mentos do segmento de reta imagem e do segmento de reta
original correspondentes.
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Exemplo

Relativamente as figuras | e |l:

A ampliagao é uma semelhanca de razao 2 (r:%);

1

1,5
3)'

A reducao € uma semelhanca de razao % (r=

Observa que:

* No estudo das isometrias, verificamos que a translagao, a rota-
¢cao e a reflexao conservam as amplitudes dos angulos e o com-
primento dos segmentos. Entao, essas transformacdes geomé-
tricas, a translacao, a rotacao e a reflexao sao semelhancas.

* Uma homotetia também é uma semelhanga porque conserva
a amplitude dos angulos e transforma segmentos de reta nou-
tros que lhes sao proporcionais.

Exemplos de semelhancas
Considera as figuras |, 11, lll e IV e o vetor u.

cl

Figura IV

Repara que:

e todas essas figuras sao semelhantes;
e afigurall € imagem da figura |l na T.;

e afiguralll éimagem da figura |l na /-'\’(o’+9o);

e afiguralV éimagem da figuralna Heo 1)

N |—
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Composicao de uma isometria com uma homotetia

Exemplo

Considera um quadrado [EFGH] e determina o seu transformado
naaplicagao T.oH 1 .
"2

Resolucao

Comeca-se por desenhar o quadrado [EFGH], e depois determina-

-se a [E'F'G'H'] que € imagem do quadrado referido na H(H -

1
2
De seguida, aplica-se TE& ao quadrado [E'F'G'H'], obtendo-se o
quadrado [E"F"G"H"] imagem de [EFGH] na aplicagdo composta
T _.oH

.
EG (H,—E)

Repara que:

o ) L~ 1
Aaplicagao T OH(H 1,€uma semelhanca de razdao —.
2

2

Entdo, podemos concluir que a composta de uma isometria com
uma homotetia é uma semelhanca.

Classificacao das semelhancas

Observando as figuras ao lado, podemos verificar que:

e afigura €CéumaampliacdodafiguraA(r=15);

e afiguraD éumareducaodafiguraA(r=0,5);

e afigura B € uma isometria da figura A ( r=1). B
+ +

Isto permite-nos classificar as semelhancas em:
e Ampliacoes,ser>1
* Reducodes,ser<1

* |Isometrias,se r=1
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D V2
i 8N 1 p
POLIGONOS SEMELHANTES 2 Qj O
225° Poligono 1
BEl l:IC
Nos poligonos (1 e 2), ao lado, verifica-se que: 2 y c
4
A=F; B=G;C=H;D=1;E=J O O

R — — Poligono2 2
e FOCH A_L_H_, o }
AB DC CD DE AE o2 7

Entao, dizemos que os dois poligonos sao semelhantes. 22 45

Dois poligonos sao semelhantes se os angulos correspondentes
forem geometricamente iguais e os comprimentos dos lados cor-
respondentes forem diretamente proporcionais.

ATIVIDADES

1. Observa a figura ao lado e completa o quadro
gue se segue, utilizando régua e transferidor: F

Caraterizacao da aplicacao Medidas dos comprimentos dos lados e

que transforma amplitudes dos angulos das figuras

FemF F emF, F F, F,
AB = AB' = A'B" =

A= A= A" =

B= B = B =

é= ér= ér=

b= b= b=

E- Er= Er=
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2. Verifica, usando os resultados do quadro anterior, que a
composta de uma isometria com uma homotetia € uma
semelhanca e indica a sua razao.

3. Constrdi, para cada caso, um triangulo [PQR] semelhante ao
triangulo [MNOQ], sabendo que:

3.1 M =40°% N =60°%MN =8 cm e a razdo de semelhanca % :
3.2 M =90% N =30°% MO =1cm e a razdo de semelhanca 3;
3.3 M =60°% MN =15 cm; MO =2 cm e a razdo de semelhanca 1,5;

3.4 MN =3cm; NO =4 cm; MO =5cm e a razdo de semelhanca 1.

4. Comenta as seguintes afirmacodes:
4.1 Um triangulo retangulo nao pode ser semelhante a um
triangulo obtusangulo;

4.2 Um tridangulo equilatero nao pode ser semelhante a um
triangulo retangulo;

4.3 Como qualquer retangulo tem quatro angulos retos, é
semelhante a um quadrado.

5. Observa a figura ao lado.
5.1 Escolhe figuras semelhantes. i %5 ‘
F
5.2 Carateriza uma semelhanca que = e it
transforma F em F.. q
2
5.3 Justifica que F, ndo € semelhante a F.. -
To)
5.4 Indica as coordenadas do centro de f T
homotetia que te permite obter F a ﬁs
partir de F.,. A i i
2

5.5 Carateriza uma semelhanca que
transforma F,em F,.

5.6 Carateriza uma semelhancga que transforma F,em F,.
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CRITERIO DE SEMELHANCA DE TRIANGULOS
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SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Vamos estudar os casos de semelhancga de triangulos. Dado o pa-
ralelismo que existe entre o estudo da semelhanca de triangulos e
o estudo da congruéncia de triangulos, comegcamos recordando os
casos de congruéncia de triangulos.

Congruéncia de triangulos

Dois triangulos séo congruentes se e
sé se os lados correspondentes forem
congruentes.

s e

e

LLL

Dois triangulos sdo congruentes se
tiverem dois lados correspondentes
congruentes e o angulo por eles for-
mado também congruentes.

s

LAL

Dois triangulos sdo congruentes se
tiverem um lado correspondente con-
gruente e os dois angulos adjacentes a
esse lado também congruentes.

ALA

Nos casos de semelhancas de triangulos, mantém-se a congruén-
cia dos angulos e os lados que seriam congruentes passam a ser
proporcionais.

Semelhanca de tridngulos

Dois triangulos sao semelhantes se os
trés lados de um sdo proporcionais aos
trés lados do outro.

Dois triangulos sdao semelhantes se
tém dois lados proporcionais e os an-
gulos por eles formados séo geometri-
camente iguais.

C
o
g X g X A /\
A B A B
C c C C
a b c' c' b' A=A
a b S p

Dois tridangulos sdao semelhantes se
tém dois angulos geometricamente
iguais.
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Tridngulos em posicao de Thales

Na figura ao lado, [AB] || [EF].
Os triangulos [ABC] e [EFC] estao em posi¢ao de Thales porque:
e tém um vértice em comum;

e os lados opostos a este vértice sao paralelos;

® e o0soutros dois lados estao sobre a mesma reta. Es

Nota que os dois triangulos sao semelhantes. A

Se tracarmos uma paralela a qualquer um dos lados de um trian-
gulo, obtemos triangulos em posicao de Thales, logo, semelhantes.

Exemplos

1. Observa os triangulos abaixo. Os nUmeros representam as
medidas dos segmentos a que estao assoc

1.1 Mostra que os triangulos sdo semelhantes ] 45
. . ~ 3
e indica a razao de semelhanca que
permite construir um a partir do outro. A B D

6
1.2 Escreve a relagcao entre os angulos
correspondentes dos triangulos.

2. Nafigura ao lado, sabe-se que:

[MN] || [BC] AM=6cm; NB=10cm e AN=8 cm

2.1 Justifica AJABC]~A[ANM].

2.2 Calcula X.

171



Matematica 8° ano

172

Resolucao

1.1 Para verificarmos que os triangulos sao semelhantes, teremos
de ver se os lados de um sao proporcionais aos lados do outro.

Para isso, escrevemos:

Os triangulos [ABCle[DEF] sao semelhantes.
N ) 2
Arazao de semelhanca é r= 3

Se considerassemos uma ampliacao, a razao de semelhanca seria
r=15.

1.2 Em triangulos semelhantes, a lados correspondentes opdem-
se angulos iguais.

Logo, A=D, Bzé,ézlf.

2.1 Os triangulos sao semelhantes porque sao triangulos em
posicao de Thales.

22 28 _AC
AN AM
10+8_AC 18 _AC 5= _18x6 _ —

— =" — S AC=——© AC=13,5cm
8 6 8 6 8

Logo,x:E—M:B,S—S:B,S cm.
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Decomposicao de um tridngulo retangulo pela altura
relativa a hipotenusa

C
Na figura ao lado, o triangulo T, retdangulo em C foi dividido em
dois triangulos T, e T, pela altura relativa a hipotenusa. U
C C C A B
—>
T
TZ T3
11
A D B A D D B
® Os triangulos T, e T, sdo semelhantes pelo critério AA de
semelhancga de triangulos.
e Osdois triangulos tém um angulo reto e o angulo de vértice A
€ comum.
®* Os triangulos T, e T, sdao semelhantes pelo critério AA de
semelhancga de triangulos.
e Os dois triangulos tém um angulo reto e o angulo de vértice B c
€ comum.
® Os triangulos T, e T, sao semelhantes pelo critério AA de LT
semelhanca de triangulos. 11
R . A D B
e Osdoistriangulostém um anguloreto, porexemplo, DAC =DCB,
porque sao angulos agudos de lados perpendiculares.
Num triangulo retangulo, a altura relativa a hipotenusa divide-o em
dois triangulos semelhantes entre si e cada um deles semelhante
ao triangulo dado.
Exemplo
1. Afigura ao lado representa um triangulo [ABC], retangulo em
A e [AD] é a altura do triangulo relativa a hipotenusa.
— — — A
AB=5cm; BD=3cm; AD=4 cm 0
1.1 Qual é a razdo da semelhanca que transforma o 5cm
triangulo [ABD] no triangulo [ABC]? cm
1.2 Determina CD e AC. B. [ ] .C
3cm D
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Resolucao

1.1 Comoostriangulos[ABC] e [ADC] sao semelhantes (propriedade
referida anteriormente), a razao de semelhanca € dada pelo
guociente de dois lados correspondentes.

Assim:
_BC_AC_7B
AB AD BD
AB 5
[=—=—
BD 3
12 CD=BC-3
BC _54BC_ >, 3xpc-250BC=2
AB 3 3 3
Como

E:Q—B, temos que

5=§_3=Ecm
3 3
AC G AC S esxac-200AC=Lcm
o 3 4 3 3
ATIVIDADES
A
2cm Sgoo BER 8cm c 7cm

1. Nafigura ao lado estao
representados varios
triangulos. Indica trés : -,
pares de triangulos
semelhantes e, para cada
par indicado, enuncia o
critério de semelhanca
que justifica a tua o1
resposta. ' po

4cm  92° 6cm

9,6cm 8,4cm
G

91cm 108,1cm
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2. Diz, justificando, se sao ou nao semelhantes os seguintes pares

de triangulos (as medidas estdo na mesma unidade).

2.1 2.2

75
3 7,77
4’5 7,4
5 105 4 43
7 9,25
4

3. Considera a afirmacao: “Os triangulos A e B sao semelhantes.”
Qual € o critério de semelhanca de triangulos que sustenta a

veracidade desta afirmacao?

4. Observa com atencgao os pares de triangulos

representados ao lado:

4.1 Justifica que em ambas as situacdes os triangulos

sdo semelhantes.

4.2 Determina o valor de x em cada situacao.

5. Observa a figura ao lado.

5.1 Calcula BAC e ECD.

5.2 O triangulo [ABC] é semelhante ao triangulo
[CDE]? Justifica.

5.3 Calcula C—D

6. Observa os seguintes triangulos.

6.1 Justifica que os triangulos sao semelhantes.
6.2 Indica os pares de lados correspondentes.

6.3 Calcula o valor de BC.

30cm
D
60°
30° C
E
20cm L 10cm—
(@
[ ]
~
62.4°
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7. Observa a figura seguinte:

7.1 Justifica que A[ABC]~A[ADE].

7.2 E é igual a:

(A)18 cm
(C)3cm

(B) 4,5cm
(D)1,.8cm

am

2cm

oY
W
o
3
o
(]
o
=

8. Ao chegar a casa, a Maria observou as escadas da sua
casa e reparou que: a escada [AC] esta apoiada num
muro e no chado, a 6 metros do muro. Uma estaca [ED]
de 2,2 metros foi colocada na vertical (paralela ao muro),
a2,4metros do muro, para reforcar a seguranca da escada.

8.1 Justifica que os triangulos [ABC] e [AED] sao semelhantes.

8.2 Determina a altura do muro (distancia BC), com aproximacgao

ao centimetro.

8.3 Indica a razao de semelhanca entre os dois triangulos,
considerando uma ampliagcao e determina o valor de y.

10.

1,5 m

45 m

Para determinar a altura da torre reproduzida na figura ao lado,
foi medido o comprimento da sombra e registado o valor de 7,3
metros. A mesma hora, uma vara com 2 metros, colocada na
vertical, projetavaumasombrade 2,6 metros,aproximadamente.
Calcula a altura da torre. Apresenta o resultado em metros,

arredondado as décimas.

Para a atividade de
prevencao e Vvigilancia
Nnuma das praias de Cabo
Verde, foi construida uma
torre de vigia. Na Figural,
podes ver uma fotografia
dessa torre. Para
determinar a altura da

#a

Figural Figura 2

torre, imaginaram-se dois triangulos retangulos, semelhantes,

representados na Figura 2.

unidade de comprimento.
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11. Considera o triangulo [ABC], retangulo em C, em que [CP] é a
altura relativa a hipotenusa.

11.1 Prova que os triangulos [ACP] e [CBP] sao
semelhantes e escreve as relagdes entre os
seus lados.

1.2 Sendo B=15°,indica a amplitude de cada um dos
angulos internos do triangulo [ACP].

A s B

12. Na figura ao lado, esta representado um triangulo
[ABC], retangulo em C, tal que [CD] é a altura
relativa a hipotenusa.

Sabe-se que:
E=9 cm; 5=16cm; Eza
E=b; E:c; CD=h

12.1 Copia e completa, utilizando as letras a, b ou h:

a) S22 pponle g2
e .. 16 25 ... ... 25

12.2 Determina:

a) A b) a c)b

12.3 Verifica que c?=a?+b°.

AREAS DE REGIOES POLIGONAIS

CONSTRUGCAO DE REGIOES POLIGONAIS SEMELHANTES

Para construir uma figura semelhante a uma figura dada,
podemos proceder de diferentes formas:

® a mesma quadricula;

As quadriculas tém as mesmas dimensbdes. Para construir uma
figurasemelhantebastaaumentaroureduzirproporcionalmente
as dimensdes da figura original.
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e quadriculas diferentes;

As quadriculas tém dimensdes diferentes. Para construir uma
figura semelhante a uma dada, basta reproduzir a figura
original com o mesmo numero de quadriculas.

e meétodo da homotetia.

Neste caso, escolhe-se um centro da homotetia O, uma razao
I e determina-se a imagem da figura na H(o )

RELACAO ENTRE OS PERIMETROS E ENTRE AS AREAS DE
REGIOES POLIGONAIS SEMELHANTES

Utilizando a mesma quadricula, vamos construir figuras para pro-
curar a relagao entre os perimetros e as areas de duas figuras se-

melhantes.
. 5 Razao dos PEY4 o) Razao de
Figuras Perimetros ) )
perimetros dasareas semelhanca

PB:4 AB_1 %:2 %:4 .

B c c” Ac=4 : s
,=12 A =9 &:% izﬁ r—i
p.=16 |A.=16| Ps Ag 9 3

B (4
=8 A =3 P A

B B P_C - 2 A—C = 4 r= 2

B ¢ -=16 A.=12 B B

A partir desses exemplos, podemos verificar que a razao dos pe-
rimetros é igual a razdo de semelhanca e que a razao das areas €
igual ao quadrado da razao de semelhanca.
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Para calcular a area ou o perimetro de uma regiao poligonal, basta
calcular a area ou o perimetro duma regidao poligonal semelhante
a ela e ter em conta a razao da semelhanca.

C
ATIVIDADES
6 8

1. Observa com atencao o triangulo [ABC]

representado ao lado:
1.1 Calcula a area e o perimetro do triangulo. A 10 =
1.2 Considera o triangulo [A'B'C'], semelhante ao triangulo [ABC].

Calcula a area e o perimetro do triangulo [A'B'C'], sabendo que

a razao de semelhancga é:

1
1.2.1 2 1.2.2 3 1.2.3 05 1.2.4 =
. E

2. Afigura ao lado representa um esquadro. Os lados do

tridangulo exterior sao paralelos aos lados do triangulo interior. D

2.1 Sabendo que D =30°, qual é a amplitude do angulo E?
Justifica a tua resposta.

2.2 Prova que os triangulos sao semelhantes.

2.3 Sabendo que a razao de semelhanca que transforma o
triangulo [DUA] no tridangulo [ESQ] é1,2, calcula o perimetroe Y A
a area do triangulo [DUA].
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3. Observa a figura, onde A, B e C representam as zonas de trés
urbanizacdes. Pretende-se construir uma piscina triangular
[DEF] de lados paralelos as estradas que ligam as trés
urbanizacdes, onde os moradores possam praticar natacao.

3.1 Determina a que distancia se encontram as urbanizacdes A e B.

3.2 Calcula o perimetro da piscina.

4. Na figura seguinte, esta representado o triangulo [ABC],
decomposto em dois triangulos e um quadrado.

c

A area do quadrado [ARQP] é igual a 36 cm? e a area do
triangulo [RBQ] é igual a 27 cm?.

4.1 Justifica que os triangulos [RBQ] e [PQC] sao semelhantes.
4.2 Determina a area do triangulo [PQC].
4.3 Determina E

180









