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Conhece o teu manual

Este manual ajuda-te neste percurso e é fundamental para a tua aprendiza-
gem, independentemente da area que venhas a escolher no futuro. O ma-
nual esta estruturado em seis temas, de acordo com o plano curricular do
ensino secundério. Os temas (Fungdes, Sequéncias e Sucessdes |, Algebra,
Numeros e Operacdes, Geometria e Medida, Funcdes, Sequéncias e Su-
cessodes Il e Organizacao e Tratamento de Dados) dividem-se em subtemas.

Cada tema e subtema é composto por...
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Antes de comecar

0 Completa a tabela, indicando a que conjuntos numéricos pertence cada um
dos seguintes nimeros, conforme exemplificado para o nimero 1,46 .

IR Q y/A IN

3
V5
-3
1,46 v v X X
-V16

I

35
4

7.(21)

e Considera os seguintes niimeros:

V8. 0543; %: V8: —05(1): —n: V36:

2.1. Identifica os nimeros racionais.

N

2.2. Ildentifica os nimeros irracionais.

2.3. Escreve os numeros por ordem crescente.

e Indica o maior nimero natural n, tal que:

3.1. n<2—4

5
3.2. n<V63

3.3. n< /33

o Sabendo que a < b, completa com os simbolos < ou >, de modo a obteres
afirmacgoOes verdadeiras.




o Considera um circulo de raio r=4cm.
5.1. Determina o valor exato do perimetro.

5.2. Indica um valor arredondado as décimas, do perimetro.

0 Considera os conjuntos A={0; 1;2;3;4;5, eB={3;4;5;6;7;8;9}.

6.1. Representa em extensao ANB.

6.2. Representa em extensao AUB.

o Indica se as seguintes afirmacdes sado verdadeiras ou falsas e, para as
afirmacoes falsas, apresenta um contraexemplo.

i) Se x é um numero positivo, x — 3 é sempre um numero negativo.
i) Se x éumnumeroreal, talque 4<x<8, entdo x+2<6.

ili) Se x éumnumeroreal, talque x>7, entdo —x<-7.

iv) Se a, b e ¢ sdonumerosreais, talque a<b<c, entdo a+b<c.

e Escreve, sob a forma de fragao, as seguintes dizimas.
8.1. 0.7
8.2, 0,12
8.3. 0,1(6)
8.4. 0,90(90)

o Considera o nimero x=V7.
9.1. Indica o menor niimero inteiro maior do que x.
9.2. Indica o menor nimero inteiro maior do que —x.

9.3. Indica o maior nimero inteiro menor do que —x.

@ Indica, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacgoes.
a) Todo o numero natural é racional.
b) Todo o nimero inteiro é natural.
¢) Todo o numero real é irracional.
d) Todo o nimero racional é real.
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Neste tema vamos conhecer melhor os niimeros reais. A semelhanca dos niimeros
racionais, 0s numeros reais também representam quantidades, pelo que existe uma
relacdo de ordem entre eles. Neste capitulo vamos estudar as propriedades de
ordemem [R.

Também, para melhor podermos representar conjuntos de nimeros reais vamos de-
finir intervalo de numeros reais e realizar operag¢des conjuntistas com os intervalos.

O célculo com numeros reais, com e sem calculadora, é por vezes distinto do célculo
com apenas nuimeros inteiros ou racionais. Recorrendo a valores exatos e a valores apro-
ximados e em diferentes representacdes vamos realizar operagcdes com numeros reais.

No ultimo subtema, vamos abordar a notacao cientifica, uma representacao de nu-
meros reais utilizada em contextos matematicos e ndo matematicos.

1.1. Propriedades da relacao de ordem em IR

Propriedade 1 - Monotonia da adicao
Exemplos:

e 5<12 ¢ 54+4<12+4 < 9<16

. _4 _4 25_4_60_4 21 _56
5<12<:>5+< 5><12+< 5><:> 2280 25 2l

*5<12 <& 5+V2<12+V2

e 5«12 & 5—n1<12 -1

Dados trés numerosreais, a, b e ¢, se a<b entdo a+c<b+c.

Propriedade 2 - Monotonia parcial da multiplicacao

Exemplos:

° 5<12 & 5x4<12x4 & 20<48

7.9 7,292 14 _18
454 © 4%3%2%3 < 12°712

*V/3<V6 < V3x5<V6x5 < 5vV3<5V6

Dados trés numerosreais, a, b e ¢, com ¢>0, se a<b, entdo axc<bxc.

10



1.1. Propriedades da relacao de ordem em IR

Propriedade 3 - Monotonia parcial da multiplicacao

Exemplos:

*5<12 & 5x(—-4)>12%x(-4) < —-20>-48

7.9 7.(_.2\59,(_2 _14_ 18
4<4‘:’4X< 3>>4x< 3)‘:’ 127712

e V2<7 & V2x(-3)>7x(-3) & —3V2>-21

._8.8 8 (_ 8. (_ 8n_ _8n
<3 & 3x( n)>3><( ) < 3> "3

Dados trés nimerosreais, a, b e ¢, com c<0, se a<b, entdo axc>bxc.

0 Sabendo que a e b sdo numeros reais, tais que a< b, completa as seguintes
expressoes com os simbolos =, > ou <.

11. a+14 . b+ 14 1.2 a+§ ............ b+§ 13. b . a
14. -2 . b-2 15. ax3 . bx3 1.6. 4b . . 43
17.% ............ % 18. a+(-5) . _b+(-5) 19.b+V3 . a+Vv3
1.10.ax0 . bx0 1.11.a+a. .. . b+a 112.—-a . -b
a b 3 3
113._—7 ............ — 114.5 ............ b

Propriedade 4 - Adicao de inequacées membro a membro
Dados quatro nameros reais, a, b, c e d, se a<b e c¢<d, entdo a+c<b+d.

Demonstracao:
Sejam a, b, ¢ e d numerosreais, taisque a<b e c<d.

Pela propriedade da monotonia da adicéo, temos que: a<b < a+c<b+c

Do mesmo modo, pela propriedade da monotonia da adicao, temos que:
c<d & c+b<d+b & b+c<b+d

Assim, verificamos que: a+c<b+c<b+d
Pela propriedade transitiva, concluimos que: a+c<b+d |
Exemplos:

e Como 5<12 e 23<29, entdo 5+23<12+29 < 28<41.

e Como 5<12 e —-7<—-4,entdo 5+(-7)<12+(-4) <& —-2<8.
. 3.5,1.9 593, 15,9 523
Como4<4e2<2,entao4+2<4+2 = 4< 7

s Como V3<V5 e 0,1<0,11, entdo V3 +0,1<V/5+0,11.

M




1. Nimeros e operacgoes

Propriedade 5 - Multiplicacao de inequacdoes membro a membro

Exemplos:
e Como 5<12 e 23<29, entdo 5x23<12x29 < 115<348.
Manual
e L 3 18 _63
ﬁ Como2 2e6<9 enta02x6<2x9<:> 2<2
R « Como V8<V16 e V2<+4, entdo V8 xV2<V16xV4 < V16<V64.
envolvendo
quadrados e . l l - l l § g
cubt.)s Com09<8e8<9,enta09x8<8x9<:> 9<8'

Dados quatro numeros reais positivos, a, b, c e d, se a<b e c¢<d, entdo

Exercicio axc<bxd.

Aplicar as

propriedades da

relagéo de

ordem

envolvendo e
quadrados ExerC|CIOS

Sendo x e y dois nimerosreais, tais que x <y, indica quais sao as propriedades
que permitem afirmar que cada uma das seguintes proposicoes é verdadeira.

21. x+4<y+5 2.2. x+n<y+T 2.3. —%x>—§
2.4. 2x<2y 25.y-6>x—-6 2.6. V5x<my

Prova a propriedade: “Dados quatro niimeros reais positivos, a, b, ¢ e d, se
a<b e c<dentdao axc<bxd."

(Sugestao: Procede de modo analogo ao que foi feito na sec¢cao Multiplicacdo
de inequacées membro a membro.)

Propriedade 6 - Monotonia do quadrado

o . o 0n0 ~ 2 2
Dados dois nameros reais positivos, a e b, se a<b, entdo a"<b".

Demonstracao:
Sendo a e b numeros reais positivos, tais que a < b, pela propriedade do produto de
inequacdes membro a membro,se a<b e a<b, entdo axa<bxb & a’<b’.

* A partir da monotonia do quadrado, podemos concluir que:
Dados dois nlimeros reais positivos, a e b, se a<b < Va<Vb. [

Exemplos:
« Como 5< 12, entdo 5°< 12°.
2 4 16

. 2.4 oo (2Y < (4Y o 4,16
Como3<3,entao <3><<3> P 9<9.

12



1.1. Propriedades da relagdo de ordem em IR

Propriedade 7 - Monotonia do cubo

. , . oy e ~ 3 3
Dados dois numeros reais positivos, a e b, se a<b, entdo a <b”.

Demonstracao:
Sendo a e b numeros reais positivos, tais que a<b, pela propriedade do produto
de inequag¢des membro a membro e pela propriedade da monotonia do quadrado, se

a<bea’<b’, entdo axa’<bxb’® < a’<b’. - ~N
Nota:

No caso do cubo, a mono-
tonia estende-se a todos
0s nUmeros reais: positi-

* Deriva da monotonia do cubo que: dados dois nime-
. iy 3 3
ros reais positivos, a e b, se a<b < Va<Vb.
|

Exemplos: kvos, negativos e nulo. )
« Como 5< 12, entdo 5°<12°.
. 24 ontio (2) <£)3 8 _64

Como 3<3, entdo <3> < 3 e 27<27.
Propriedade 8 - Monotonia dos inversos

Dados dois niimeros reais positivos, a e b,se a<b, entado %> %
Demonstracao:
Sejam a e b numeros reais positivos, tais que a<b.
Como a e b sao numeros reais positivos, entao % e % sao também numeros reais
positivos. Pela propriedade da monotonia parcial da multiplicagao, temos:

1 1

a<b & ax—<bx—
a a

De igual modo, pela propriedade da monotonia parcial da multiplicagcao, temos:
1.1 1.1 a_1_1_b 1_1 1.1

aXEXB<bX5XB — 5X5<5XB = B<5 Lot E>B | |
Exemplos:
. 29 15 1 . 2_4 50 35 3
Como 5<12,entao5 75 Como3<3,enta02>4.

Exercicio

Sendo g< V7, o que podemos concluir sobre a relagdo de ordem dos
seguintes nimeros?

41. 347 e V747 4.2.%e% 43.-3-ne-V7-x
44.212 ¢ 77 45.2v7 e 2 4.6.—%e—%
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1. Nimeros e operacgoes

1.2. Intervalos

1.2.1. Intervalos de niumeros reais

Quando consideramos a condigcao 2<x<5, com x€IR, estamos a considerar
uma infinidade de nUmeros, racionais e irracionais, entre 2 e 5.

Como sabemos, é possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre o con-
junto dos numeros reais (IR) e o conjunto dos pontos da reta real. Por outras palavras,
é possivel fazer corresponder a cada numero real, um Unico ponto da reta real e, reci-
procamente, a cada ponto da reta real, um e um s6, numero real. Assim, todos os nu-
meros reais podem ser representados na reta real.

A figura seguinte mostra a representacdo na reta real de todos os numeros reais
compreendidosentre 2 e 5.

777

)
1 2 6

Podemos também representar todos os nimeros entre 2 e 5 naforma de um inter-
valo do seguinte modo: ]2; 5[.

De um modo geral, dados dois niumeros reais a € b, com a<b, podemos represen-
tar o conjunto de niumeros entre a e b naforma de uma condi¢ao, na forma de inter-
valo ou através da representacao na reta real, como podemos ver na tabela seguinte.

Condicao | Intervalo Representacao na reta real Recorda:
Simbolo Designacao
a<x<b | la:b[ T/ ﬂ N . 1gnacs )
a b + 00 mais infinito
® /T —oo  "menos infinito”
as<x<b [a; bl } >
a b
, 4
a<x<b la; b] T7 / >
a b
asx<b la; b] >
a b
x>a la; +oo[ T/ / >
a b + oo
x>a [@; + oo / >
a b + 0o
x<b | l-oo: bl N I >
— 9 a b
x<b ]—oo; b] \ >
— oo a b
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1.2. Intervalos

Atencao:

Intervalo aberto.
aé¢la; bl
bé&la; bl
Intervalo fechado em a e abertoem b.
a€la; bl
béla; bl
Intervalo aberto em a e fechadoem b.
aéla; b]
b€la; b]
Intervalo fechado.
a€la: bl
b€la;b]

la; bl

[a; bl

la; bl

[a: b]

Seaeb€Rea<b, osnimeros a e b denominam-se extremos do intervalo
e adiferenca b — a da-se o nome de amplitude do intervalo.

Exercicios

Escreve, na forma de intervalo, os conjuntos de niumeros reais definidos pelas
condicoes.

5.1. 5<x<21 5.2. - 4<x<1

5.3.0<x<m 5.4. —2<x
5.5. x>5 5.6. x<%
5.7. x<V?2 58. x>V2

Representa na reta real os seguintes intervalos.

6.1. ]2; V10] 6.2.[-7; 7l

6.3. [%; 1[ 6.4. 1— 0o 10]

6.5. [5; + ool 6.6.]%;%[

6.7. |- o0; V3] 6.8. ]0; 10000[
Indica quais dos seguintes intervalos tém amplitude iguala 7.
71. [-4; 3] 7.2.[-4; 3]

7.3. [3;4] 74. [-3; 4]

7.5. ]11; 8] 76. [-2;7]

77. 1-7;0[ 7.8.[-6; —1]

Da exemplo de um intervalo com amplitude iguala 3,5.
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1. NGmeros e operacgoes

1.2.2. Intersecao e reuniao de intervalos

Aintersecao de dois intervalos é o conjunto de nime- [~

. . . Recorda
ros reais que pertencem simultaneamente aos dois ) ) ~
. Simbolo Designacao
intervalos. . ~
N “intersecao”
Aintersecdo dos intervalos A e B representa-se por U “reunido”
A n B . /\ HeH
\V "ou”
xX€EANBseesbse xEAAXERB. L @ “conjunto vazio”
A reuniao de dois intervalos é o conjunto de niimeros
reais que pertencem a um intervalo ou a outro inter-
valo ou a ambos.
Areunido dos intervalos A e B representa-se por AUB.
xX€AUB seesbse xEAV XEB.
Exemplos:
a) Sendo A=[-3; 4[ e B=[0; 9],
entao:
ANB=[0; 4] AUB=[-3; 9]
®
V7 \
| K4
-3 0 4 9
b) Sendo C=]-o0; 1[ e D=[0; 5],
entao:
CNnD=[0; 1] CUD=]-o0; 5]
< O
N\ 1
1 1 >
— oo 0 1 5
c) Sendo E=]-c0; 1] e F=]2; 6],
entdo:
ENF=0 EUF=]-0c0: 1]U]2: 6]
) T //%T
i >
— oo 1
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1.2. Intervalos

Podemos representar na forma de intervalo os subconjuntos de IR:

« NUmeros reais positivos: IR"=]0; + oo[ e Yot
* NUmeros reais negativos: R™=]— oo ; Of mg‘fhs

. - i . elementos de
* Numeros reais ndo negativos: R, =[0; + oo[ intersegoes e

reunides de
intervalos

* NUmeros reais ndo positivos: Rg=]—oco; 0]

Determinar a
intersecdo de

« NUmeros reais: R=]— oo ; + oo miervelos de_
*R=IR"U |R$ =R;UR"=IR"UIR"U {O}
*RFNIR"=w

Exercicios

Representa, na forma de um intervalo ou na forma de conjunto.

9.1.[-1; 7[N]-7; 1] 9.2.[0; 7[N]-2; 1,5
9.3.[0; 7[U]-2; 1,5 9.4.[0; +oo[N[-V2; V2]
9.5. ]—o00; 3JU[1; +oo] 9.6. ]-4; 3[N]-o0; 0]
9.7.10; 5[N]-3; 1[ 9.8. ]-o0; 2[N]2; 3]

Considera os intervalos A=[-1; +oo[ e B=]-3; 4].
10.1. Representa os intervalos numa reta numeérica.
10.2. Determina ANB.

10.3. Determina AUB.

Considera os intervalos A=]2; 7[ e B=[-3; 4].
11.1. Representa os intervalos A e B naforma de condicdes.
11.2. Indica o maior nimero inteiro que pertencea AUB.

11.3. Indica todos os nimeros inteiros que pertencema ANB.

Escreve na forma de intervalo AUB e AN B , sabendo que:
A={x€R: -1<x<3} e B={x€R: 0<x<5}

CVM9-2 17
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1. Nimeros e operacgoes

1.3. Valores aproximados de resultados
de operacoes em IR

1.3.1. Valores aproximados e valores exatos

Um ndmero irracional € uma dizima infinita ndo perio- [~ )
. . . Recorda
dica. Quando utilizamos a calculadora para determinar

, . . Um niimero irracional
o valor de um numero irracional, obtemos um valor .
. n3o pode ser represen-
aproximado.

tado por uma fragao.

V2 =1,4142135624
/' '\ Um niimero irracional é

valor exato valor aproximado representado por uma di-
zima infinita ndo periddica.

Um ndmero real tem um valor exato e pode ter varios -
valores aproximados.

1,4 é um valor aproximado de V2 as décimas, por defeito, pois 1,4 <V2 .

1,5 é um valor aproximado de V2 as décimas, por excesso, pois 1,5>V?2.

Assim, podemos enquadrar V2 as décimas do seguinte modo: 1,4 < V2<15.
Do mesmo modo:
1,41 é um valor aproximado de V2 as centésimas, por defeito, pois 1,41 <V2.

1,42 é um valor aproximado de V2 as centésimas, por excesso, pois 1,42>V2.

Assim, podemos enquadrar V2 as centésimas do seguinte modo: 1,41<v2 < 1,42.

1.3.2. Valores aproximados por arredondamento

Para determinarmos o valor arredondado de um numero, devemos atender as
seguintes regras:

* Se o primeiro algarismo a ser rejeitado na aproximacao for 5, 6, 7, 8 ou 9, o
ultimo algarismo a considerar passa para o seguinte.

* Se o primeiro algarismo a ser rejeitado na aproximacao for menor ou igual a 4,
0 ultimo algarismo a considerar mantém-se.

Exemplo:
Consideremos o numero real x=6,85396460.

* 7 éum valor arredondado as unidades de x (porque o algarismo das décimas € 8).
* 6,9 éum valor arredondado as décimas de x (porque o algarismo das centésimas é 5).

* 6,85 é um valor arredondado as centésimas de x (porque o algarismo das milési-
mas é 3).

18



1.3. Valores aproximados de resultados de operacdes em IR

Exercicios

Efetua os enquadramentos, conforme mostrado no subtema 1.3.1.
13.1. De \/3 28 as centésimas.
13.2. De V54 as décimas.

13.3. De © as milésimas.

q - q 3 q
Considera os numeros reais %; V24 ; v208. Indica, para cada um dos
nlimeros reais apresentados, um valor aproximado:

14.1. as décimas, por defeito.

14.2. as milésimas, por excesso.

Completa a seguinte tabela.

Valor exato: V5

Valor Valor
Valor aproximado de V5 arredondado arredondado
as unidades | ascentésimas

as décimas por as centésimas por

defeito | excesso | defeito | excesso

Indica se as afirmacgdes sdo verdadeiras ou falsas e corrige as afirmagoes
falsas.

16.1. O valor aproximado as centésimas, por excesso, de 12 é 1,71.

5
16.2. 1,8 é o valor arredondado as décimas de % .

16.3. O valor arredondado as décimas de v93 é 9,6.

16.4. O valor arredondado as centésimas de v/178 é igual ao valor aproximado,
N P 8
por excesso, as centésimas de v178.
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1. NGmeros e operacgoes

1.3.3. Valores aproximados da soma

Vamos calcular valores aproximados de V2 ++v/10 e determinar o erro da nossa
aproximacao.

Como 1,4<v2<1,5 e 3,1<V10<3,2, entio:
14+31<v2+V10<1,5+32 <
& 45<V2+V10<4,7 &
& V2+V10€14,5; 4,7]
Assim, 4,5 é um valor aproximado por defeito de V2 ++/10, com erro inferior
a02.
Pois, 45€](v2+v10) -0.2; (V2+v10) +0.2[.

Do mesmo modo, 4,7 é um valor aproximado por excesso de V2 +v/10, com erro
inferiora 0,2.

Pois, 47€](v2+v10) - 0,2; (vV2+v10) +0,2[.

Nota
y é um valor aproximado de x com erro inferior
ar(r>0), quando yElx—r; x+r[.

1.3.4. Valores aproximados do produto

Vamos calcular valores aproximados de 3V 10 e determinar o erro da nossa aproxi-
magao.

Como 3,1<v10< 3,2, entdo:
3x3,1<3xV10<3x32&
&93<3V10<9,6
< 3V10€]19.3; 9,6

Assim, 9,3 é um valor aproximado por defeito de 3v 10, com erro inferiora 0,3.
9,3€]3v10-0,3; 3v10+0,3[

9,6 é um valor aproximado por excesso de 3v 10, com erro inferiora 0,3.
Pois, 9,6 €]3v10-0,3; 3v10+0,3[.
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1.3. Valores aproximados de resultados de operacdes em IR

Exercicios

O comprimento do lado de um quadrado é V7 cm.
Sabendo que 2,6 <V7 <2,7, determina:

17.1. O valor aproximado, por excesso, do perimetro do quadrado e indica o
erro cometido.

17.2. O valor aproximado, por defeito, da area do quadrado e indica o erro
cometido.

Sabendo que 24,2 <x< 24,3, justifica que 7,29 é um valor aproximado por

excesso de 13—3 , com erro inferior a 0,03 .

A familia da Rita esta a enfeitar a sua rua para a Festa de Nho Sao Filipe.

A Rita determinou o valor aproximado por defeito, com erro inferiora 0,4,
do comprimento de corda de que precisam. O valor obtido pela Rita foi
78,3 metros.

Indica, justificando, o comprimento minimo de corda que a Rita deve comprar,
de modo que tenham corda suficiente.

Sabendo que 2,2<v5<2,3 eque 33<Vv11<34, calcula:
20.1. Valores aproximados de v/5 , indicando o respetivo erro.
20.2. Valores aproximados de V55, indicando o respetivo erro.

20.3. Valores aproximados de V5 +v11, indicando o respetivo erro.

O lado de um tridngulo equilatero tem de comprimento v15 cm.

Sabendo que 3,8 <V 15 < 3,9, determina um valor aproximado por excesso
do perimetro do triangulo, indicando o respetivo erro.

Determina o valor aproximado de V12 por excesso, com duas casas
decimais.

Sabendo que 4,2<V18 <4,3, calcula:
23.1. Um valor aproximado por defeito de v18 — 6.

23.2. Um valor aproximado por excesso de 6 x V18 .
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1. Nimeros e operacgoes

Para aplicar
Considera os nimeros reais % e %
- 3 7
1.1. Justifica que §<§.

1.2. Sem efetuar célculos, completa com os simbolos < ou >, de modo a obteres
afirmacodes verdadeiras.

3 7 3 7

a)g+\/7 €+\/7 b)—§+\/7 _§+ﬁ
3 7 3\ 7\

) E =g = F o (3) - (5)

Sabendo que a<b<c,com a, b e ¢ niumeros reais positivos, ordena os
seguintes nimeros:

b% —a; —c; -c*: —-va:c®: vb

Sabendo que a<b, com a>0 e b>0, completa com os simbolos € e &.

3.1. a [a; b[ 3.2.b [a; b[
3.3.-a [—b; bl 3.4. -b [—a; a[
3.5. a ]—o0; —b] 3.6. —a ]—o0; —b]

Considera os intervalos: A=]—o0; +3] e B=[-1; 4].

4.1. Representa na forma de uma condigdo, cada um dos intervalos A e B.
4.2. Representa os intervalos numa reta real.

4.3. Determina ANB e AUB.

4.4. Indica todos os numeros inteiros que pertencema ANB.

4.5. Indica dois numeros irracionais que pertencam ao intervalo B.
Indica o maior nimero inteiro que pertence ao intervalo [—4r; —v2[.

Na figura, esta representado na reta numérica um intervalo de numeros reais.

| Z

|
-3 4

\ 4

Indica o menor niimero inteiro e o maior nimero inteiro que pertencem ao
intervalo representado.
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Para aplicar

Os catetos de um tridngulo retangulo medem 3cm e V8 cm.

7.1. Qual dos seguintes valores corresponde a um valor aproximado, por
excesso, da medida da hipotenusa?

a) 4,11 cm b) 4,12 cm c) 4,13 cm d) 4,14 cm

7.2. Qual dos seguintes valores corresponde a um valor arredondado da medida
da hipotenusa?

a) 4,11 cm b) 4,12 cm c) 4,13 cm d) 4,14 cm

Completa a tabela seguinte:

Valor aproximado as
vl decimas por: Arredondamento
exato
defeito excesso
V112
78
19
V87
vV 7.8 7.9

Enquadra V29 , com erro inferior a 0,01.

Enquadra o valor do perimetro de um tridngulo equilatero, sabendo que a
medida x do lado do tridngulo é tal que 5,17 <x<5,18.

Sendo 5,2 um valor aproximado de x, por defeito, com um erro inferiora 0,1,
indica se as seguintes afirmacdes sao verdadeiras ou falsas, justificando as
falsas.

a) V28 éum possivel valor de x.

b) 5,4 é um possivel valor aproximado de x, por excesso, com erro inferiora 0,1 .
31 . .
c) 5 € um possivel valor de x.

d)52€]x-0,1;x+0,1[.
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1. NGmeros e operacgoes

1.4. Notacao cientifica

1.4.1. Nimeros em notacao cientifica

Em diversas situac¢des, em particular em muitas areas da cién-
cia, utilizam-se com frequéncia nimeros muito peque-
nos e numeros muito grandes, como podemos
ver nos exemplos seguintes.

Uma bactéria possui um tamanho equiva-
lente a 0,0000012 metros.

Estima-se que a populagdo mundial chegou as 8 000 000 000
pessoas, em novembro de 2022.

As Nacgdes Unidas estimam que a populagcdo humana
chegue até 112 000 000 00 pessoas, em 2100.

¢
©

A distancia da Terra a Lua é, aproximadamente,
384 042 000 metros.

Um googol é 1000 000 000...000 000 000 , ou seja, 10'®.

100 zeros

O diametro de um glébulo vermelho de um ser humano é 0,0000075 metros.

Muitas vezes, a escrita destes numeros na notagao habitual é pouco pratica e de dificil
leitura. Para ultrapassar esta complexidade, € comum utilizar-se a notagao cientifica
quando queremos exprimir nimeros muito grandes ou numeros muito pequenos.

Representamos um nimero em notacgao cientifica através do produto de dois fatores,
em que:
* O primeiro fator € um nimero maior ouiguala 1 e menor do que 10;

* O segundo fator é uma poténcia de base 10, com expoente inteiro.

Assim, um numero esté escrito em notacao cientifica se esta na forma:
ax10", com 1<a<10eneZ

Exemplos de niumeros escritos em notacao cientifica:
* 450 000 000 000=4,5x 10"
* 32700000 = 3,27 x 10’

* 0,0003=3x10""

98

. - _ -8
7000 000 000 0,000 000098=9,8x10

24



1.4. Notacao cientifica

@ Para cada uma das situag6es seguintes, escreve os nimeros em notacao
cientifica:

24.1. O planeta Terra tem, aproximadamente, 4,54 mil milhdes de anos.
24.2. Em 2021, a populagdo de Cabo Verde era de 483 628 habitantes.
24.3. A massa de um grao de sal &, aproximadamente, 0,00000002 kg .

24.4. A area ocupada pela superficie do continente africano é cerca de
30370000 km?.

24.5. A Terra possui, aproximadamente, o total de 1 358 000 000 km® de &gua.

1.4.2. Comparacao de nimeros em notacao cientifica
A notacao cientifica é util para comparar nimeros muito grandes ou muito pequenos.

Para comparar dois numeros escritos em notacao cientifica, comecamos por com-
parar 0s expoentes das poténcias de base 10:

* Se os expoentes sao diferentes, € maior o nimero cuja poténcia de 10 tem maior
expoente.

2,35%x 10" >8,1%10°, porque 7>5.

* Se 0s expoentes sdo iguais, comparamos 0s humeros que estdo a multiplicar pela
poténcia de base 10. O maior corresponde ao maior nimero.

43%x10°<6,1x10°, porque 6,1>4,3.

@ Escreve os seguintes niimeros em notacao cientifica e coloca-os por ordem
decrescente.

0,0004; 0,0041; 41x10°; 0,000039; 41000000; 41x10% 39

@ Escreve os seguintes nimeros em notacao habitual.
26.1. 34x10°°
26.2. —1,1x10’
26.3. 9,9x10°
26.4. 7,81x10°°
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1. NGmeros e operacgoes

1.4.3. Operar nimeros em notacao cientifica

Adicao e subtracao

Em 2021, os Estados Unidos da América tinham cerca de 3,3 x 10° habitantes e a
China cerca de 1,412 x 10° habitantes. Qual era o nimero total de habitantes dos
dois paises juntos, em 20217

Exemplo:
3,3x10%+1,412x10° =
3,3x10%°+1,412x10x 10%=

33%10%+14.12 % 10%= Os Estados Unidos e a China tinham jun-
. tos, em 2021, cercade 1,742 x 10° habi-
(3,3+ 14,12))( 10 = tantes
17,42 x 10% =
1,742 x 10°

Multiplicacao e divisao

Para multiplicarmos ou dividirmos numeros escritos em notagéo cientifica, multipli-
camos ou dividimos os numeros e as poténcias correspondentes e, depois, coloca-
mos o resultado em notacao cientifica.

Exemplos:
+ (3,4x10°) x (4x10°%) = + (3,4x10° : (4x10°% =
(34x4)x (10°x10°) = (3.4:4)x (10°:10°) =
136x10" = 0,85x 10°=
1,36x 10" 8,5x10*

@ Calcula, apresentando o resultado em notacéo cientifica.
27.1. 8x10°+7x10°
27.2. 52x10°-7x10
27.3. 3,07x10 'x6,1x10°
27.4. 36x10°:2x10°°

27.5. 99x10°+2,45%x 10 °x 6,8 10*
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1.4. Notacao cientifica

Para aplicar

Escreve os seguintes nimeros em notacao cientifica.

1.1. 68 000 000
1.2. 68 030 000
1.3. 60 800 000
1.4. 0,000000086
1.5. 0,00003086
1.6. 0, 00000806

Considerando que a distancia média do planeta Mercurio ao Sol é de
57 910 000 km, apresenta a distancia em metros e escritos em notacao
cientifica.

As formigas possuem um comprimento médio de 0,01 metros. Se tivermos
uma filacom 341 formigas, qual € o comprimento da fila?

Apresenta o resultado em notacao cientifica.

Determina, em notagao cientifica, o nimero de segundos de um més com
31 dias.

A espessura de um cabelo humano é 7 x 10°° metros. Se uma pessoa possui
100 mil fios de cabelo e se colocassemos fio de cabelo sobre fio de cabelo,
qual seria o comprimento obtido?

Apresenta o resultado em notacao cientifica.

Uma pesquisa realizada por uma agéncia cientifica australiana estimativa que
existem cerca de 14 milhoes de toneladas de plastico acumulado no fundo
dos oceanos. Se no Oceano Atlantico estiver acumulado uma quinta parte
desse plastico, qual é o respetivo valor?

Apresenta o resultado em quilogramas e em notacgao cientifica.
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Funcoes, sequéncias
e sucessoes |

O estudo de fungcdes € um dos conteudos mais relevantes na aprendizagem da Mate-
matica, uma vez que situacdes concretas da realidade podem, muitas vezes, ser mode-
ladas por fungdes. Seguramente, as funcdes irdo surgir nas diversas disciplinas do teu
percurso no ensino secundario.

Para uma boa aprendizagem das funcdes é importante conhecer, compreender e
articular as suas diferentes formas de representacao: gréafica, algébrica e numérica.

Nesta unidade serd possivel explorares estas trés formas de representacao das fun-
¢coOes afins.

2.1. Graficos de func¢oes afins

2.1.1 Funcao afim

Exemplos:

Considera a funcao f definida por Considera a funcao h definida por
f(x)=3x+ 2, cujo gréfico esta h(x)=-4x.

representado na imagem. X

y=-4x

A reta que corresponde a representacdo | A reta que corresponde a representacao
graficada funcdo f é dadapor y=3x+2, | gréficadafuncdo h é dadapor y=-4x,
emque 3 éainclinacdodaretae 2 éa | emque —4 éainclinagcdodaretae 0 éa
ordenada na origem. ordenada na origem.

Uma funcéo afim é definida por uma expressao algébrica do tipo f(x)=ax+b,
com a e b constantes,em que x é uma variavel independente.
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2.1. Gréficos de fungdes afins

A representacao grafica de uma funcao afim
f(x)=ax+b éumareta y=ax+b, tal que:

. y=ax+b
* a corresponde ao declive da reta.

* b corresponde a ordenada na origem, porque

f(0)=b. /"

Nota
Quando a ordenada na origem é 0 (b=0), afuncao
diz-se linear.

Neste caso, a reta passa na origem do referencial.

o Considera a fungao g definida por g(x)=—4x—-4.

1.1. Indica o declive dareta y=g(x).

1.2. Indica a ordenada na origem dareta y=g(x).

e Considera as fungdes f e g definidas por: f(x)=x+1 e g(x)=-x.
2.1. Para cada uma das fung¢des, indica o declive das retas que as representam.

2.2. Para cada uma das funcdes, indica a ordenada na origem das retas que as
representam.

2.1.2. Relacao entre declive e paralelismo
Exemplo:

Consideraasfuncdes f e g definidaspor f(x) =—2x+ 1
e gx)=—2x+4.

A imagem ao lado, apresenta, no mesmo referencial
cartesiano os graficos de f e g. Repara que as retas

que representam os graficos de f e g tem o mesmo
declive a=— 2. Repara ainda que elas sao retas para- T
lelas.

Retas que tém o mesmo declive sdo paralelas.
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Manual
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Exercicio
Determinar o
declive de retas
ndo verticais

2. Funcoes, sequéncias e sucessoes |

2.1.3. Relacao entre declive e perpendicularidade

Exemplo:

Consideraas fungdes f e g definidas por f(x) =3x+ 1
e g(x):—%x+4.

As funcbes f e g sdo representadas por retas per-

pendiculares, uma vez que — 1 € o0 simétrico do in-
versode 3.

Se o declive de uma reta for igual ao simétrico do inverso
do declive de outra reta, as retas sao perpendiculares.
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3

Exercicios

Considera as fun¢oes definidas por:
f(x)=2x+1; gx)=-3x; h(x)=3x-8; i(x)=-3x+7; j(x)=%x—8
3.1. Indica duas fung¢des cujos graficos correspondentes sejam retas paralelas.

3.2. Indica duas fungdes cujos graficos correspondentes sejam retas
perpendiculares.

3.3. Indica as funcdes cujas retas que as representam tém declive positivo.

3.4. Indica duas fungdes com a mesma ordenada na origem.

Indica, justificando, o valor I6gico de cada uma das seguintes afirmacoes.

4.1. Os gréficos das fungdes f e g definidas por f(x)=x+1 e g(x)=—x sdo
representadas por retas perpendiculares.

4.2, Os gréficos das fungdes f e g definidas por f(x)=2x+3 e g(x)=4x+3
sao representadas por retas paralelas.

4.3. O grafico da funcdo f definida por f(x)=—7x é uma reta que ndo passa na
origem.

Considera as seguintes fungodes:
f(x)=—%x; gx)=—4x+3; hx)=4x-1
5.1. Representa graficamente as fungcdes no mesmo referencial.

5.2. Indica, justificando, se algumas das representacoes graficas sao paralelas
ou perpendiculares.



2.1. Gréficos de fungdes afins

2.1.4. Equacao dareta vertical

Considere areta x=2, representada naimagem seguinte. Indica sobre areta x=2,
ospontos (2:;3),(2:2),(2:0) e (2; -1).

Repara que todos os pontos desta reta tém a mesma abcissa, x=2.

ANY N Y ANY

x =2 1 x=cC
) P
o
N
0 7 " 0 7 " 0 c %
Y U
a) b) c)

Se dois pontos distintos (x;, y;) e (x,, y,) sdopontosdeumareta r e x,=x,=cC,
areta r € uma reta vertical.

Neste caso, a equacdo da reta vertical ¢ x = ¢, sendo ¢ aabcissa de todos os pon-
tos dareta.

2.1.5. Determinacao do declive de umareta

Se dois pontos distintos (x,, y;) e (x,, y,) sdo pontos X
de uma reta ndo vertical r, entdo podemos obter o seu
declive a usando a expressao: Ve
a= Yo—Yi .
x2 - xl »
0 X1 X2 7Y
Exemplo:
Sendo (1, 2) e (3, 5) dois pontos de uma reta, y
N
entdo o declive da reta é: I
_5-2_3 - s
73172 _ g
21 i
; : ' ——>x
/0 1 3
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2. Funcoes, sequéncias e sucessoes |

Exercicios

Determina o declive da reta r que contém os pontos (4, 2) e (10, 1).

Indica a equacao dareta s que contém o ponto (4, 2) e cuja ordenada na
origemé 3.

Indica a equacédo da reta t que contém os pontos (3, 2) e (3, 0).

Considera as fungdes g, h e i definidas por
g)=x, h(x)=x+1eix)=x+4.

9.1. Representa as fungdes num mesmo referencial.

9.2, Qual é o declive das retas que representam as fungcdes? O que tém em
comum as retas?

9.3. E possivel obter as retas definidas por y=x+1 e y=x+4, por translacao,
a partirdareta y=x? Explica o teu raciocinio.

y

4

A reta representada no referencial contém os
1

pontos de coordenadas <§: 0) e (0;1).

3

Indica a equacao da reta.

«Y

=2) -1 [} 1 2

-1

-2

2.1.6. Problemas envolvendo equacoes de retas

As funcgdes afins e as suas representacdes graficas apoiam na resolu¢ao de diversos
problemas.

Problema 1

A diferenca entre o quadruplo de um nimero e o dobro de outro é igual a oito.
Quais serao os pares de numeros que satisfazem esta condi¢ao?

Resolucao:
Para resolvermos este problema, vamos escrever a equacao que traduz o problema.

Sendo x e y os dois nimeros referidos: 4x — 2y=38.

34



2.1. Gréficos de fungdes afins

Para podermos representar graficamente a reta que
contém os pares de nameros que satisfazem a 9 -

P ~ Digital
condicao, resolvemos a equagdo em ordema y.

><

1 Exercicios

—4x+8
dx-2y=8 & —2y=—4x+8 & y=_—2 ~ 1 gggl]is:r;:r)etas
paralelas

& y=2x—-4

Determinar
expressoes de

Areta r contém todos os pares ordenados que P retas paralelas

satisfazem a condicao:

Determinar a
equacao de

“ . , , retas paralelas
‘A diferenca entre o quadruplo de um ntimero e o dobro

de outro é igual a oito.”

Algumas solugdes: (1, —2); (0, —4); (2, 0); (3, 2).
—

Problema 2

Num dia de muito calor, a Rita colocou um copo cheio de agua ao sol. A Rita queria
verificar quanto tempo a dgua demorava a evaporar.

Ao efetuar diversas observagdes, a Rita concluiu que a altura da dgua no copo (h),
em centimetros, em funcao do tempo (t), em horas, é dada pela funcao:

__1
h(t)= 2t‘+4

Qual era a altura inicial da agua? E quanto tempo demorou a dgua a evaporar?

Resolucao:

Para apoiar a resolucdo deste problema, vamos representar, num referencial cartesiano,
areta que relaciona a altura da 4gua com o tempo.

h

N

N

4..

\ 4

h(t)

« A alturainicial da 4gua corresponde a altura quando t=0, ou seja, a ordenada na origem.

h(0)=—%x0+4=4cm

« O tempo que a agua demorou a evaporar corresponde, graficamente, ao momento em que
a altura foi zero.

h(t)=0 & —%t+4=0 & t=8horas
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2. Funcoes, sequéncias e sucessoes |

Para aplicar

Asretas t e u tém como equacodes, respetivamente, y=5x+1 e y=-2x-3.
1.1. Asretas t e u sdo paralelas? Justifica a tua resposta.

1.2. Indica as ordenadas na origem das duas retas.

A funcao afim f é definida por f(x)=2x-1.
2.1. Determina f(0) e f(3).
2.2. Representa graficamente a funcao.

2.3. Da um exemplo de uma funcéo cuja representacao grafica seja
perpendicular a funcéo f.

Observa com atencdo asretas r, s, t e u representadas no seguinte
referencial cartesiano.

3.1. Faz corresponder as retas representadas no referencial com as seguintes
funcoes:

fx)=x+1

gx)=—4x

h(x)=x-3

ix)=4x—4
3.2. Indica as retas que tém declive positivo.
3.3. Indica as retas que tém declive negativo.

3.4. As retas com declive negativo correspondem a fungdes crescentes ou
decrescentes? Justifica.
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Para aplicar

Para cada uma das seguintes situagdes, determina a equacao da reta que
passa pelos pontos R(x;, y;) € T(x,, ).

41. R(0,2) e T(1,5).
42.R(-2,1)eT(4,8).

43.R(1,5) e T(-3,5).

A tia do Miguel vai cozinhar cachupa. Como nao tinha feijao em casa, pediu ao
Miguel para ir ao mercado comprar. No mercado, cada quilograma de feijao
custa 200 escudos. Quando os clientes ndo levam saco, podem comprar um
por 10 escudos.

5.1. Escreve uma expresséao algébrica que defina o custo do feijdo, em funcéo da
massa.

5.2. Escreve uma expressao algébrica que defina o custo do feijao, em funcao da
massa, quando um cliente compra um saco.

5.3. Se o Miguel comprar 3,5 kg de feijao, quanto vai pagar, se nao precisar de
comprar saco?

5.4. Sabendo que o Miguel levou 510 escudos e que precisa de comprar um
saco, qual é a quantidade maxima de feijao que pode comprar?

5.5. As retas que representam graficamente as situacdes de 5.1. e 5.2. sdo
paralelas? Justifica.

Considera a funcdo g definida pela expressao g(x)=—-~x+

Jondl
27 2°
6.1. Determinaovalorde g(0); g(1); g(-1) e g(2).

6.2. Representa graficamente a fungéo g.

6.3. Verifica que o ponto (3; — 1) pertence ao graficode g.
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base inteira e
expoente natural

Interatividade
Propriedades
das poténcias

Neste tema encontramos varios subtemas. As poténcias de expoente racional sur-
gem no seguimento das poténcias estudadas nos anos anteriores e possuem inu-
meras aplicagdes no cotidiano, como nos calculos envolvendo juros compostos, em
funcdes exponenciais e também, como ja abordamos, na notacao cientifica para
representar numeros muito grandes ou pequenos. Também sao estudadas as equa-
coes do 2.° grau e os sistemas de equacdes do 1.° grau, fundamentais a resolucao de
problemas com uma ou duas variaveis.

Poténcia de expoente natural

Recorda:
e 8=2x2x2=2°

((3)(3)-6)

Sendo a €R e n um numero natural:
a'=axaxax..xa éoprodutode n fatoresiguaisa a.

n vezes

o Calcula.

a) 7> b) (

c (=4 =(-4)x (-4 x (- 4) =64
* (-3)'=(=3)x(-3)x(~3) x (~3)=81

%)3 c) (=7° d) 10" e 2 f) -2 g)(-2° h)(05)°

Regras de operacoes com poténcias

Sendo a e b nimeros reais ndo nulos e m e n ndmeros naturais:

Produto de poténcias com a mesma base

O produto de poténcias com a mesma base é igual a uma poténcia com a mesma
base e com expoente igual a soma dos expoentes.
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3.1. Poténcias de expoente racional

Produto de poténcias com o mesmo expoente

O produto de poténcias com 0 mesmo expoente € igual a uma poténcia com o mesmo
expoente e com base igual ao produto das bases.

a"xb"=(axb)"

Quociente de poténcias com a mesma base s ~
Recorda

Para adicionarmos ou
subtrairmos poténcias
ndo existem regras que

O quociente de poténcias com a mesma base € igual a
uma poténcia com a mesma base e com expoente igual a
diferenca dos expoentes.

m. n m-n facilitem os célculos.

Quociente de poténcias com o mesmo expoente

O quociente de poténcias com o mesmo expoente é igual a uma poténcia com o
mesmo expoente e com base igual ao quociente das bases.

a™:b"=(a:b)"

Poténcia de poténcia

Ao calcular a poténcia de uma poténcia, podemos conservar a base e multiplicar os
expoentes.

(am)n= amxn

Exercicio
Calcula, utilizando, sempre que possivel, as regras de operagcées com poténcias.
2.1. 3°x3° 2.2.3°+3° 2.3. 4°x 5’ 2.4. 4°x5°
4 3 3 4
r 12 4 (7°)
2.5. % 2.6. - 2.7. (vV2) 2.8 —

3.1. Poténcias de expoente racional

As poténcias de expoente inteiro e de expoente racional sdo uma extensao das potén-
cias, ja conhecidas, de expoente natural. As regras operatoérias das poténcias de ex-
poente natural mantém-se para poténcias de expoente inteiro ou expoente racional.
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3.Algebral

3.1.1. Poténcia de expoente nulo

Para que as regras operatorias de poténcias se mantenham, a’®=1, com a=0.

Verifica que:

* Sendo a umnumeroreal,emque a#0.
Pela regra operatéria do produto de poténcias, sabemos que: 8" "=a" xa".
Supondo que n=0, temos: a"=a""°=a"xa’ = a’=1.

* Sendo a um numero real,emque a=0.
Pela regra operatdria do quociente de poténcias, sabemos que:

LR
Supondo que m=n e b=a temos: Z—:=am‘”’=a° e Z—m: (g)m:1m:‘l
Exemplos: = 40 o
- 2593°=1 ‘ <—§) 1 . (W) ~134°=1 - [v2)] =1

Assim, uma poténcia de base diferente de zero e expoente nulo é igual a 1.
a’=1, com a=0.

e Calcula.

3.1. 5° 3.2.1° 3.3.(-5)° 3.4. - 5° 3.5. — (5)°

3.6.5674° 37.(-1°  3.8. (l)o 3.9. (—%)O 3.10. (V2°)

2
o Calcula.

© 0
4.1. 5°+341°+<%—§’) 4.2, —7°+98° 4.3.5°%0,14° - (%)
0 0 0 5% 3° 5\° o 0
4.4. —36°—18°—9 a5.-5 -3 4.6. <—§> 1404
3.1.2. Poténcia de expoente inteiro negativo
n_ 1

Para que as regras operatoérias da multiplicacdo de poténcias se mantenham, a~ "' =—;
. a
com a#0 e n numero natural.

Verifica que:
Para que a regra da multiplicacdo de poténcias com a mesma base se mantenha, tem
desemanter: a "xa"=a """.
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3.1. Poténcias de expoente racional

Contudo, a "*"=a%=1. Entdo, a " tem de representar o inverso de a".

Logo, a‘”:i, quando a#0 e n um ndmero natural. (e Jrte
Como 1"=1, podemos também escrever i,,= <l> : video

a a otem:las_de )
expoente inteiro
Exemp|os: ndo positivo
.2—3:<l>3:i:l .6-1:<1>“:1 .<§>_2=<§>2=3_2=i e
2) ©5°8 6) "6 3 5) T52” 25

Assim, uma poténcia de base diferente de zero e expoente inteiro negativo é
igual a uma poténcia de base inversa e expoente simétrico.

-]

Exercicios
Calcula.
5.1. 5 5.2, (-5)" 5.3.-5" 5.4, — 52
-2 3 5\ 2 1\3
5.5. (— 5) 5.6. 4 5.7. (7) 5.8. (5)
9\ 24
5.9. (-7) 5.10. 2
Calcula.
6.1. 37°+4° 6.2. —2°°4+2°° 6.3.4°+2°°
5 100°, 2 AN 1\* (3)“‘
6.4. - 10 _W-FW 6.5. <Z> +49 6.6. <§> + §
Calcula, utilizando as regras operatdrias das poténcias.
9 _
74. 52x5°° 7.2. (3°): (%) 7.3. (272 *x2°*
<5 5] 5 12
ﬁ) x (ﬁ) 4N 4o 772% 0,072
7.4. 7.5. <ﬁ) % 0,447 76 =

(%)

Calcula, utilizando, sempre que possivel, as regras operatdrias das poténcias.

5 -3 _4
8.1 <%> X(%) 8.2 7\? (2—1)2 8.3 <%> e
uln T ndan <Z> x (A4 T
5)
97x(3)
Apresenta ——————— sob a forma de uma poténcia de base 5. Aplica,

sempre que possivel, as regras operatoérias das poténcias.
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3.Algebral

3.1.3. Poténcias de expoente racional

Repara que:
a) 4=2"e V4=2, entdo 4'=27

Aresposta é 4%=2. Sendo assim, notamos que \/Z=4%.
b) V9=97=3

Assim, V3 =37, v2 =2% e de um modo geral vVa=an.
Repara ainda que:

1 1)3

a) 57=57°=(52) =(v5) =vEx V5 xV5=vEx5x5=V5 =125

1 1 3
b) 70=7°=(73) = (V7) = V7 x VT x VT =VTxTxT =7’ = /343

Define-se poténcia de base nao negativa de expoente P como a raiz de indice g
~ . ’ q . .
da poténcia de expoente p, em que p e g sdo numeros inteirose g>1.

p a
aa=Va®, com a>0

@ Escreve na forma de poténcia.

101. V172 10.2. V10° 10.3. V&4
10.4. V52 105. V&

Regras operatorias com poténcias de expoente racional

As regras operatorias das poténcias de expoente inteiro estendem-se as poténcias
de expoente racional.

Produto de poténcias Regra Exemplos

amx an=am+n

47 % 4° = 47*°
(aeR", me neQ)

com a mesma base

a"xb"=(axb)"

7% x 8" =7x8"
(ae beR", meQ)

com o mesmo expoente
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3.1. Poténcias de expoente racional

Nota que:

2 , 1o ()7 a b
(1>€=(3_1)g=3-g <a>‘ =(@")'=a & vona

Exercicios
Calcular
a Ao poténcias de
Quociente de poténcias Regra Exemplos expoente inteiro
nao positivo
a":a"=3""" 3 5 3.5 Calcular o valor
com a mesma base N (2)2:(2)2=(2)2" 2 de expressoes
(a €R", mene (D) com poténcias
m m m
a":b"=(a:b) 2 2 2
com o0 mesmo expoente A <i)3 : (§)3 - (ﬁ : §)3
(ae bER", meQ) 5) ‘\8 5°'8

Regra Exemplo

Poténcia de poténcia (a™)"=a™*"

(aeR", me neqQ)

0 Transforma as expresso6es huma poténcia de expoente racional positivo.

4 3 _7 9
11.1. 53x5¢ 11.2. 376x 35
7
(=)
11.3. 12°%x 34 1.4, 12/
(=)

12

i & 15 i -05 ) %

11.5. (10) x 0,4 .(10) 11.6. (6

@ Aplicando as regras operatdrias das poténcias, mostra que
5 1\°
#x(2) _ eixet

2 gx [1 + (%)0]

éiguala 1.

@ Escreve 7179 na forma de uma poténcia de base 3.
@ Determina o valor da seguinte expressao algébrica.

(4P +25 -2
(—1)°x 22

45



3.Algebral

Para aplicar

Calcula o valor numérico das seguintes expressoes.

11. (=18 1.2.2°° 1.3. [(11—7)1]0

Completa os espacos, de modo a obteres afirmag¢des verdadeiras.

2.1 <—1>_4=2 2.2. 352 =1 2.3 <—7)_8= i
1. (35 2. 3. (5 ( )
1 _ 9_(2 1 _

2.4, 100" 10 2.5. i (—3> 2.6. 81" 3

o 1 _
2.7. 36 x%—G

Completa o seguinte quadro com poténcias de base 2, sabendo que o
produto dos nimeros em cada linha e em cada coluna é iguala 2.

21

2° 2°

2—’]

Apresenta a expressao sob a forma de uma poténcia de base 3.

27:97'x <l>_2
: 3

Calcula, aplicando as regras operatérias das poténcias.

5.1. (—%>5x<—%>_2 5.2. (11—0)_5;103
5.3. (87) “x (372’ 5.4. (367)": (%)mx (6%)°

6 _4
5.5. 75x75:0,7

Apresenta a expressao sob a forma de uma poténcia de base i.

3
()67

&)
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3.2. Polindbmios

3.2. Polindmios

Recorda

Monémio

Um monémio é uma expressao algébrica inteira composta por uma parte literal
(variaveis) e um coeficiente numeérico, ou seja, por letras e nameros.

Exemplo:
Sao mondmios: 5; abc; 3xy .
— parte literal
Coeficiente ¢— 3Xy
Dois monémios sao semelhantes quando tém a mesma parte literal.

Dois monomios sao simétricos quando sao semelhantes e os seus coeficientes sao
simétricos. O grau de um monémio nao nulo é obtido através da soma dos expoen-
tes de todas as variaveis em que o coeficiente numérico deve ser diferente de zero,
caso contrario o mondémio sera nulo.

@ Completa a seguinte tabela:

Mondémio Coeficiente Parte literal Grau

4x 4 X 1

_2y

5
—§xy 2

2

4xy

4mx

—3x'yz

Expressoes algébricas com monémios

Para adicionar dois monémios semelhantes, adicionam-se os coeficientes e man-
tém-se a parte literal.
Exemplo: S5xy+ 7xy=12xy

No produto de dois mondmios, multiplicam-se os coeficientes e multiplicam-se as
partes literais.
Exemplo: 5xy x 7xy = 35x°y?
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3.Algebral

Polinbmio

Um polinémio é uma soma algébrica de monémios (designados por termos do
polinémio).

Exemplo:

Considera o polinémio P(x, y)=4y+ 3x:

* 4y e 3x sao os termos do polinémio.

* 4 e 3 sao os coeficientes do polindmio.

* y e x sao as variaveis, ou indeterminadas, do polinémio.

Para se escrever um polinémio na forma reduzida, adicionam-se algebricamente
os termos semelhantes do polinémio.

O grau de um polinédmio na forma reduzida e ndo nulo corresponde ao grau do mo-
némio de maior grau que nele figura.

Exemplo:

Considera o polinémio P(x, y, z)=4yx’ +x+2y°xz° — 8.

« O grau do monémio 4yx> é 3. + O grau do mondémio 2y°xz° é 5.
* O graudo monémio x € 1. * O graudo monémio —8 é 0.

O grau do polinémio é 5, que corresponde ao grau do monémio 2y*xz”.
Um termo independente é um termo sem variaveis.
Por exemplo, o termo independente do polinbmio é — 8.

Exemplo:
Considera o polinémio P(x, y)=4y+3x—2y+5—x.

Para escrevermos o polindmio na forma reduzida, temos de adicionar todos os ter-
mos semelhantes.

4y+3x—2y+5-x=(4y—-2y)+(Bx—x)+5=2y+2x+5
P(x, y)=2y+2x+5 esta naforma reduzida.

Exercicios

Escreve, naforma reduzida, os seguintes polinémios e indica os respetivos graus.
16.1. P(x, y)=2x+3x> -y’ +3y° - 7x
16.2. Q(x, y, 2)=xy+x°+2xy —3x°+2°
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3.2. Polindbmios

Considera os seguintes polinémios:

Aly, x, 2)=yx*—2z-17+9yx* +8 B(x, z, y)=7x—2zy — x+2zy

Cly, x, 2)=11yx" — 4yx* — 8+ 4z D(x)=—2x-8+8x+8

E(z, x, y)=—3zx —4y+2y+3zx+y

17.1. Apresenta os polindmios na forma reduzida, indica os respetivos graus e,
caso exista, o termo independente.

17.2. Indica dois polinémios que admitam a mesma forma reduzida.

Exemplos:
* Considera os polinébmios:
A(x, y)=7x> - 2xy+3xy B(x, y)=10x’+xy — 3x?
A e B sao polinémios iguais, porque admitem a mesma forma reduzida: 7x° +xy .

* Considera o polinémio:
Cix, y)=zx -7y’ +3zx + Ty’ — 4zx
C é um polinémio nulo, porque C(x, y)=0 na forma reduzida.

Polinémios iguais sdo polinémios que admitem a mesma forma reduzida.
Um polinémio que na forma reduzida é igual a zero, diz-se um polinémio nulo.

Exemplos:
« 7y’ +3zx éumbinémio. ¢ y*+zx—2 éumtrinémio. * 8xz°> é um monémio.

Um binémio é um polinémio com dois termos.
Um trinémio é um polinémio com trés termos.
Um monémio é um polinémio com um termo.

Exercicios
Verifica se os polindmios G e H sao iguais.
G(x) =2?1n+ 25 ><%+x6 —In+x H(x) = 6x + 8x” + 6°x° — vV64x* — 35x°

Da um exemplo de:

19.1. Um bindmio de grau 5. 19.2. Um binémio de grau 3.
19.3. Um mondémio de grau 1. 19.4. Um trinébmio de grau 2.
19.5. Um trinébmio de grau 1.
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3.2.1. Soma algébrica e produto de polindmios

Exemplos:

Considerem-se os polinémios:

Ax, y)=x+2y B(x) =5x° - 3x

* A+B=(x+2y)+ (5x° = 3x) = (x — 3x) + 2y + 5x” = — 2x + 2y + 5x°
« AxB=(x+2y)x (5x* = 3x) =

= (xx5x%) +[x x (= 3x)] + (2y x 5x?) +[2y x (- 3x)] =
=5x° - 3x*+ 10x%y — 6xy

Para adicionar ou para subtrair polinémios, adicionam-se ou subtraem-se os
seus termos semelhantes.

Para multiplicar dois polindmios, aplica-se a propriedade distributiva em rela-
¢ao a adicao algébrica, multiplicando cada termo do primeiro polinémio por
cada um dos termos do segundo polinémio.
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Exercicios

Aplica asregras de operacdes com polindmios e escreve-os na formareduzida.
20.1. P(x)=2xx (3x* = 1) +4x
20.2. Q(x, y, 2)=(xy+2)x(x —2)+2°

Efetua as seguintes operacoes.
21.1. (x—5x°) +(4-3x"—x)
21.2. (x—5x°) x (4-3x"-x)

21.3. (x—y)+<%—3—y>+7

21.4. 7x(4x—-1)+(x+9)
Verifica se os polindmios G e H sao iguais.
G(x, y)=(x - 3y)’ Hx, y)=—- 6xy+9y* + x>
Considera o polinémio 7x + 2x?x (4x +2) + 5 x (x — 3x?) .
23.1. Apresenta o polinémio na forma reduzida.

23.2. Indica o grau do polinémio.

23.3. O polinébmio tem termo independente? Justifica.



3.2. Polindbmios

3.2.2. Casos notaveis da multiplicacao de polinédmios

Quadrado de um binémio x y

Considera o quadrado, cujo lado mede x+y. x| x? xy

A érea do quadrado é obtida através do quadrado do comprimento
do lado: y| xy y2
Area=(x+y)’=(x+y)x+Y)=xX>+xy+yx+y’ =x>+ 2xy + ¥

A igualdade (x+y)2 =x’+2xy+y’ corresponde ao desenvolvimento do quadrado
de um binémio.

O quadrado de um binémio obtém-se adicionando o quadrado do primeiro mon6-
mio ao dobro do produto do primeiro monémio pelo segundo mondémio e ao qua-
drado do segundo mondémio.
2 2 2

(X+y) =x"+2xy+y
Exemplos:
e (x+1)=x?+2xxx1+12=x2+2x+1
c Bx=1)=9x2+2x3xx (=D +(=1)"=9x" = 6x+1

@ Desenvolve os seguintes quadrados de binémios.

241. (x+3) 24.2. (x-3)° 24.3. (2x+6)° 24.4. (—x+7)

Diferenca de quadrados

Ao desenvolver o produto da soma de dois mondmios pela sua diferenca, obtemos a
diferenca de quadrados.

(X+Y)X(x—y)=x"—xy+yx—y*=x"-y’

X+y

X2-y2 (x+y) x (x-y)

Aigualdade (x +y)x (x — y)=x?—y? corresponde ao caso notavel da diferenca de
quadrados.
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3.Algebral

Ao desenvolver-se o produto da soma de dois monémios pela sua diferenca, obte-
mos a diferenca de quadrados desses mondémios.

2

(x+y)(x—y)=x"-y

Exemplos:
* (5x+y)(5x — y) = 25x° — 5xy + 5xy — y° = 25x° — y*

c (x+v2)(x-v2)=x*-2

@ Utilizando o caso notavel da diferenca de quadrados, transforma as expressoes
diretamente num polinémio cada um dos seguintes produtos.

25.1. (x+3)x(x—-3) 25.2. 2x—1)x(2x+1)
25.3. (9+x)x(9 —x) 25.4. (y+3a)x(y - 3a)

@ Para cada uma das seguintes figuras, escreve a expressao da drea como um
polinédmio na forma reduzida.

26.1. i x+1

[ ”

3.2.3. Fatorizacao de polinédmios

Fatorizar um polinémio, ou decompor um polinémio em fatores, é transformar
esse polindmio num produto em que pelo menos um dos fatores é um polinédmio nao
constante.

Para fatorizarmos um polindmio podemos, caso seja possivel, utilizar a propriedade
distributiva da multiplicacdo em relacao a adicao algébrica, colocando o fator comum
em evidéncia.
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3.2. Polindbmios

Com a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacao a adi¢cédo algébrica pode-
mos transformar um produto numa soma ou uma soma num produto.

Transformar um produto numa soma ‘ Transformar uma soma num produto

ax(x+y) axx+axy ax(x+y)

Vamos fatorizar 4x+ 4y, aplicando a propriedade distributiva da multiplicacao em
relacdo a adicdo algébrica.

Ax+4y=4(x+y)
Primeiro identificamos o fator comum (4) . Em seguida, colocamos o fator comum
em evidéncia, aplicando a propriedade distributiva.
Também podemos utilizar, caso seja possivel, os casos notaveis da multiplicacao
para fatorizar polinémios.

Fatorizar polinémios usando a diferenca de quadrados x° — y*=(x+y) x (x — y)
Exemplos:

cx’—16=x"-4 =(x+4)x(x - 4)

e 2x?—18=2x(x*-9)=2(x+3)x(x - 3)

Fatorizar polinémios usando o quadrado de um binémio x*+2xy +y’ = (x + y)2

Exemplos:
e X2+ 12x+36=x2+2x6xXx+6°=(x+6)=(x+6)x(x+6)

e 3x%—24x+48=3 (x*—8x+16) =3[x2+ 2x (= 4) x x + (= 4)*] =
=3(x-4)’=3(x-4)x(x—4)

Exercicio

Decompde em fatores os seguintes polindmios.
271. A=2z-2x

27.2. B=27x+9

27.3. C=yx’ —x

27.4. D=x" -y’

27.5. E=16y° — 9x?

27.6. F=49 — 42y + 9y’

27.7. E=3xy’—6xy+3x
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Para aplicar

Considera o seguinte monémio:

A= —%xy3

1.1. Indica o coeficiente e a parte literal do monémio.
1.2. Indica o grau do monémio.

1.8. Apresenta o mondmio simétrico e justifica a resposta.

Apresenta cada um dos seguintes polinédmios na forma reduzida e indica o
respetivo grau.

21. xx(x+1)x(x+1)

2.2, 3yx(x+2)-3xx(y+2)

Sendo 20x + 8 a expressao algébrica que representa o perimetro de um
quadrado, indica uma expressao algébrica que represente o comprimento do
lado do mesmo quadrado.

Apresenta, sob a forma de um polinédmio
reduzido, uma expressao que represente o 3
volume do paralelepipedo indicado na figura X

ao lado. e

X+2 X+1
Decompde no nimero maximo de fatores. el
5.1. 4b+20 5.2. x° - 36

5.3. 9 — 24x + 16x2

Na figura ao lado esté representado um quadrado.

Mostra que a area do quadrado pode ser dada pela x+12
expressao: x° +24x + 144.

Fixada uma unidade de medida, um cubo tem de aresta x + 2y.

7.1. Apresenta uma expressao algébrica que represente a area da superficie do
cubo.

7.2. Apresenta uma expressao algébrica que represente o volume do cubo.
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3.3.Equagdes do 2.° grau

3.3. Equacoes do 2.° grau
(e Xt

Recorda
Video
-~ . . ' 2 Equacdes
Uma equacéao € uma igualdade em que figura, pelo menos, uma variavel. do 25 grau

Consideraaequacdode 1.°grau 7+x=10.

* 7+ x é o primeiro membro, porque fica a esquerda do sinal =.
* 10 é o segundo membro, porque fica a direita do sinal =.

* x, 7 e 10 sao os termos da equacgao.

* x é aincdégnita da equacao.

* 7 e 10 sao os termos independentes (termos de grau zero).

* 3 éraiz ou solugao da equacao, porque € um valor que, concretizando a incognita,
transforma a equagao numa proposicao verdadeira (7+3=10).

Ao conjunto de solu¢des de uma equagdo chamamos conjunto-solucio.
Resolver uma equacao é determinar o seu conjunto-solucao.
Duas equacdes sdo equivalentes quando tém o mesmo conjunto-solugao.

Exercicios

Completa a seguinte tabela.

Termo(s) Solugao da

Equacao e independente(s) equacéo

x+2=5

2x=20
y—-12=4

3+5=a

Considera as equacoes:
4+x=10; 12-x=7; 2x=12
29.1. Verificase 5, 6 e 7 sdo solu¢cdes de cada uma das equacdes.

29.2. Indica as equacgdes que sao equivalentes.

Resolve cada uma das seguintes equacoes.
30.1. 2x+1=7—Xx 30.2. 4x+1=29
30.3. x—1=5x—-11-3x 30.4. 2x+1=7—x
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As equacOes de 2.° grau surgem em registos de antigas civilizagdes do Egipto, da
Mesopotémia e da Grécia. As primeiras utilizacdes de que ha conhecimento estao
relacionadas com a necessidade de resolucao de problemas praticos do quotidiano,
maioritariamente associados a medicdes e a Geometria, como podemos verificar no
seguinte problema.

Por exemplo:

Qual é o comprimento da base de um retéangulo, sabendo que o comprimento da sua
altura é igual ao dobro do comprimento da sua base e que a sua area é 50 cm??

Para resolver este problema, vamos seguir os seguintes passos:

1) Identificar a incégnita:
X «— comprimento da base

2) Traduzir o problema matematicamente, na forma de uma equacao:
xx2x=50

3) Resolver a equacao:
xx2x=50 &

& 2X°=50 & x2:%

& X°=25 & x=tV25 &
& x=15

CS.={-5; 5}

4) Interpretar o resultado obtido no contexto do problema:
Como o valor do comprimento ndo pode ser negativo, utilizamos o valor +5 para
responder ao problema.

5) Responder ao problema:

O comprimento da base deste retdnguloé 5 cm.

Uma equacao do 2.° grau com uma incégnita € uma equacdo em que a incognita
surge com expoente 2, podendo também surgir com expoente 0 ou 1, mas nao
expoente superiora 2.

Uma equacéao do 2.° grau diz-se na sua forma candnica quando esta na forma:
ax’+bx+c=0, coma€eR\{0}; bER; cER

Uma equacdo do 2.° grau ax>+bx+c=0, com a#0, denomina-se:
* completa quando b#0 e c#0;

* incompleta quando b=0 e/ou c=0.
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3.3.Equagdes do 2.° grau

Exemplos:
Equacodes do 2.° grau
Forma canénica Exemplos
, x’+2x-4=0
3x° - £x-6=0
ax’+bx=0 3x2—%x=0
) xX’—4=0
Incompletas ax“+c=0 )
3x°-6=0
) x°=0
ax“=0 )
-5x“=0

@ Considera as seguintes equacoes.
i) 2x*-8=0 ii) 2x+7=0 i) x> - 8+x=0
iv)2x°—x+1=0 v) 5x°=0 vi) 2x° —x=0

Indica as equacgdes que sao do 2.° grau, referindo se sdo completas ouincompletas.

3.3.1. Resolucao de equacoes do 2.° grau incompletas

Resolucdo de equacdes do tipo ax’=0

~ . 2
Para resolvermos equacdes do tipo ax“=0, com

a#0, aplicamos o principio da multiplicacao, do se- Nota:
guinte modo: Este tipo de equagdes
a?=0 & Lxal=1x0 & =0 < x=0 tem sempre uma Gnica
a a solugdo: x=0.

' Problema resolvido 1

Resolve a equagdo: 3x°=0.

Resolucio:
320 & x'=2 & ¥’=0 & x=0
C.S.={0}

—
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Resolucdo de equacdes do tipo ax’+c=0

~ . 2 —_ .
Para resolvermos equacgées do tipo ax“+c=0 < x=% TC , aplicamos os

principios da adi¢do e da multiplicacdo, bem como a nocao de raiz quadrada.

' Problema resolvido 2

Resolve a equacdo: 3x°—12=0. (a e c com sinais contrarios)

Resolucao:
3x7-12=0 & 3x'=12 & x2=13—2 & xi=4 & x=+tV4 & x=%2
CS.={-2; 2}

—

' Problemaresolvido 3

Resolve a equacdo: 2x>+128=0. (a e ¢ com sinais iguais)

Resolucao:

2x°+128=0 < 2x’=-128 < x’=-64 equagdo impossivel

CS.={}
—

@ Resolve as seguintes equacdes.
32.1. x*=0 32.2. 2x°=0 32.3. x*+8=8
32.4. —y*+49=0 32.5. 2x°-8=0 32.6. 2x°+124=0

Resolucdo de equacdes do tipo ax’+ bx =0

Para resolvermos equacdes do tipo ax’+bx =0, aplicamos os principios da adi-
cao e da multiplicacdo, bem como a lei do anulamento do produto.

ax’+bx=0 < x(ax+b)=0 < x=0Vax+b=0 & x:O\/x:_Tb
. Problema resolvido 4 Nota:
) Este tipo de equacdes tem sempre duas
Resolve a equagdo: x* —4x=0. solucées, sendo uma delas nula.
Resolucao:
X' —4x=0 & x(x-4)=0 & x=0VvVx-4=0 < x=0Vx=4
C.S.={0; 4}
—
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3.3.Equagdes do 2.° grau

@ Resolve as seguintes equacdes, aplicando a lei do anulamento do produto.
33.1. x’+x=0 33.2. 4x° - 8x=0 33.3. 5x°=10x
33.4. —x*+x=0 33.5. 7x°+40x=—9x 33.6. —x°—21x=—4x"

3.3.2. Resolucao de equacdes do 2.° grau completas
(processo de completar o quadrado)

Comecemos por estudar um processo para resolver equag¢des do 2.° grau comple-
tas. Os dois exemplos seguintes consistem em transformar o polinémio do 2.° grau,
ax’+ bx +c, numa expressao do tipo a(x + d’+e, em que d e e sdo numeros reais.
Quando o primeiro membro é o desenvolvimento do quadrado de um binémio, aplica-
-se esse procedimento.

. Problemaresolvido 5
Resolve a equacdo: x°+10x+25=0.

Resolucao:
Como x%+10x+25 é o desenvolvimento do guadrado do binémio (x + 5)2 , entdo:
X2+10x+25=0 < (x+5°=0 < (x+5)(x+5)=0
Aplicando a lei do anulamento do produto:
(x+5x+5)=0 & x+5=0Vvx+5=0 & x=-5
CS.={-5
| cs=(-5)

Quando o primeiro membro nao é o desenvolvimento do quadrado de um binédmio,

podemos transformar o polinémio do 2.° grau ax”+ bx + ¢ numa expressao do tipo:
2 ~ - .

alx+d)"+e, emque d e e sdo nimeros reais.

' Problema resolvido 6

Resolve a equacdo: x°+4x—-5=0.

Resolucao:
2 42
Aplicamos o procedimento de “completar o quadrado” x>+ bx+c= (x + g) - % +c
2 _ 2 4\* (4\ _
X"'+4x-5=0 & x"+4x+ 5) 3 -5=0
2
& <x+%> —2°-5=0 & (x+2)°-4-5=0 & (x+2)’-9=0 & (x+2)°=9
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Por definicdo de raiz quadrada:
(x+2)=9 < x+2=V/9Vx+2=-1/9 &
& x+2=3Vx+2=-3 & x=1Vx=-5
&S.={—5; 1}
. Problema resolvido 7
Resolve a equagdo: 2x° —5x—3=0.
Resolucao:
2 32
Aplicamos o procedimento de “completar o quadrado™ ax’+bx+c=a (x + %) - ékl)_a +cC
27 ~3x-2=0 & 2(-3x) ~2=0
& 2x2-§x+<§>2-<§>2]-2=0 = 2x2—§x+<§>2]-§—2=0
2 4 4 2 4 16
_3)'_18_32_ ( _§>2_@
‘:’2<x 4) 16 16°°0 = 2\""7) “1s
_3)’_50 ( _3)'_25
‘:’(x 4)‘32 1) " 16
3_ /25 _3__,/25
S V1Y 1T Ve
3_5,,_3__5 _5,3,,-.5,3
XTImO Eyr YTy
8y, 2 —2vx=_1L =1
=1 X—4\/x— 4 & x=2Vix= 5 C.S.—{ A 2}
\—

Ao procedimento de determinar, dado um polinémio do 2.° grau na variavel x,
2 = . 2
ax” + bx + ¢, uma expressao equivalente da forma a(x+d)"+e, em que d= % e
bZ

e=ug*¢ sdo numeros reais, designamos por ‘completar o quadrado”.

Escreve os seguintes polindmios numa expressao equivalente da forma
ax+d)’+e, emque a, d e e sio nlimeros reais.

341, X’ +x+1 34.2. 2x*—-8x+10 34.3. x’+x

@ Resolve as seguintes equacoes.

35.1. x’+x+1=0 35.2. 2x>-8x+10=0 35.3. x°’+x=0
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3.3.3. Resolucao de equacoes do 2.° grau completas -
formula resolvente

Vejamos um segundo processo que permite resolver qualquer equagao do 2.° grau,
por aplicacado da formula resolvente.
Sendo ax’+bx+c=0, com a=0, entdo:

—b+tVb%-4ac

2a

A expressdo b’ —4ac designa-se por “binémio discriminante” ou simplesmente

“discriminante”.

Normalmente, o bindbmio discriminante representa-se pela letra grega A (delta).
A=b’ - 4ac

ax’+bx+c=0 <

b+VA

Férmula resolvente: x =— 24

O binémio discriminante permite identificar o nimero de solucdes reais de uma
equacdo do 2.° grau:

- Se A=0, aequagao é possivel e tem apenas uma solucao dupla.

« Se A>0, aequacao é possivel e tem duas solucées distintas.

- Se A<0, aequacgado éimpossivel em IR, isto é nao tem solucoes reais.

Para provarmos a férmula resolvente e efetuar a sua deducado podemos aplicar varios
meétodos.

Vamos efetuar a deduc3o através da utilizagdo do caso notavel (A + B)> =A?+ 2AB+ B>

ax’+bx+c=0

x2+By-_C com A=x: 2AB=2x. p=£
a a a 2a
2 2
x2+9x+<£> :—£+<£> entao: x2+2x=_¢
a 2a a 2a a a

2 2 2 2
<x+£x) :—9+<£> & <x+£x> __4ac b
2a 2a 4a° 43’

2a a
2 2
ve Py /b7 =4acC @xz—bi\/b —4ac
2a 432 2a

. Problema resolvido 8

Resolve a equacdo x*— 4x+3 =0, utilizando a férmula resolvente.
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Resolucao:
a=1 X -4x+3=0 &
b=-4 —(=4)+V(=4)* - _
o VY -4xIx3 | 4xVI6-12
c=3 2x1 2
A=(-4) —4x1x3=4 <:>x=4i\/z<:>x=4i o o4+2,,,_4-2
_ 2 2 2 2
A=4>0
; 5 AV —3vx=1
A equacdo tem duas solucées S X=g VA= & X=IVX=
distintas. _{1-
| di cs.={1;3)

. Problema resolvido 9

Resolve a equacdo 3x”+ 24x+48=0, utilizando a férmula resolvente.

Resolucao:
a=3 B Ny
b=24 3%+ 24x+48=0 e y=_—24% 2;1X34><3x48 o
c=48 _ 2440 Y

[ ——— A —_&z =_4
A=24"-4x3x48=0 =X g S = e
A=0 CS.={-4}
A equacdo tem uma solugdo.
—

@ Para cada uma das seguintes equacodes, determina o nimero de solugdes reais
e resolve-as, caso seja possivel, utilizando a férmula resolvente.

36.1. x°=0 36.2. 2x°=0 36.3. x°+8=8
36.4. - y°+49=0 36.5. 2x°-8=0 36.6. 2x°+124=0

@ Resolve, utilizando a férmula resolvente, cada uma das seguintes equacgoes.
371. 2x°-12x+16=0 37.2. x(x—3)=40 37.3. x’+3x-1=8

. Problema resolvido 10

Resolve a equacao 3x*+12=0, utilizando a férmula resolvente.

Resolucao:
a=3 z () +1(0) —4x3x12
b=0 3x°+12=0 & x= 3 .y
Czl% o x=1V-144 equacio impossivel
A=0"-4x3x12=0 6
A=-144>0 C.S.={}
A equacdo nio tem solucao.

—
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3.3.Equagdes do 2.° grau

3.3.4. Soma e produto das solucoes de uma equacao
de 2.° grau e Y

Digital

A soma e o produto entre solug¢des (raizes) de uma equagao de 2.° grau S0 eXpres-  Exercicio

Resolver um

sOGes matematicas que podem ser utilizadas para encontrar os valores NUMEricos  propiema

das raizes em si. (qeométrico
~ , - 5 N areas) usar]do
Se x, e x, sdo asraizes de uma equacao do 2.° grau (ax +bx+c= 0) , entdo: uma equagdo do
.°grau

X1+x2=—g e .X1X.X2=§

@ Sabendo que uma equacao do 2.° grau temraizes x;,=1 e x,=2 e que o seu
termo independente é — 2, apresenta a equagao na forma reduzida.

3.3.5. Problemas geométricos e algébricos envolvendo
equacoes de 2.° grau

Como ja referido, as equacdes do 2.° grau surgiram, ao longo da Histdéria, muitas
vezes associadas a problemas de Geometria.

Um dos problemas conhecidos, encontrado na antiga Mesopotamia, atual Iraque,
data de aproximadamente 1700 a.C., é o problema seguinte:

. Problema resolvido 11

Qual é o lado de um quadrado em que a area menos o lado é 8707

Resolucao:

Para resolver problemas que envolvam equacées do 2.° grau, podemos seguir os seguintes passos:

1) Identificar a incégnita. 4) Interpretar o resultado obtido no
2) Traduzir o problema matematicamente, contexto do problema.
na forma de uma equacio. 5) Responder ao problema.

3) Resolver a equacao.

1) Identificar aincdgnita:
x «— lado do quadrado

2) Traduzir o problema matematicamente, na forma de uma equacio:
2
x"—x=870

3) Resolver a equacao:

2
—(=1)+\/ (= _ _
x2—x=870 < x*—x-870=0 < x= ( l)_\/( 12X14X1x( 870)

o x=1%V3481 ”23481 PN x=li—259 & x=30Vxr=—29
CS.={-29; 30}
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4) Interpretar o resultado obtido no contexto do problema:

Como o valor do lado ndo pode ser negativo, utilizamos o valor 30 para responder ao
problema.

5) Responder ao problema:
O lado do quadrado é 30.
—

Para aplicar

Considera a equacgao:
3x+1)(x+2)=0

1.1. Resolve a equacao, aplicando a lei do anulamento do produto.
1.2. Escreve a equacao na forma canénica.

1.3. Resolve a equacgao utilizando a férmula resolvente.

Escreve e resolve uma equacédo do 2.° grau de modo a admitir:
2.1. umaso solugdo: x=5. 2.2. duas solugdes: x=7 ou x=4.

2.3. zero solucdes. 2.4. duas solugdes: x=—3 ou x=3.

Escreve na forma candnica cada uma das equacgodes seguintes e, utilizando o
método que considerares mais adequado, resolve as equacdes.

31, x*—4x=-2x 3.4.6x° - 10x=4
3.2.1-x’+x=0 3.5.%x2+8=16
3.3.x’+8=8

36.1-(1-x°=2x+2

Mostra que qualquer equacdo do 2.° grau, ax’+bx+c=0, com a=0, é
. . < b\?_b’-4ac
equivalente a equacao <x+5) ==

(Sugestao: recorre ao processo de “completar o quadradro”.)

O senhor Joaquim tem um terreno, com forma retangular, cuja area é 200 m?.
O senhor Joaquim sabe que o comprimento do lado maior mede mais 10 m
do que o comprimento do lado menor. Quais sdo os comprimentos dos lados
do terreno do senhor Joaquim?

Qual é o nimero natural cuja soma do seu quadrado com o seu triploé 10?

Uma mae tinha 25 anos quando a sua filha nasceu.

Se multiplicarmos as idades que possuem hoje, obtemos um produto igual a
trinta vezes a idade da filha. Quais sédo as suas idades atuais?
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3.4. Equacdes literais

3.4. Equacoes literais

Uma equacgao literal é uma equacdo que se obtém igualando duas expressdes
algébricas, em que surge mais do que uma variavel.
O grau de uma equacao literal corresponde ao maior grau dos seus termos.

Exemplos:
* O volume de um prisma quadrangular é dado pela expressao V=A x h, sendo:
V — volume
A — area da base
h — altura
V=AXxh é uma equacao literal de grau 1.

Aigualdade V=Axh relaciona V, A e h. Se conhecermos a area da base e a
altura, entdo V é a incdognita (valor desconhecido) e A e h sao as constantes
(valores conhecidos).

* A relacdo entre a velocidade (v), o espaco linear percorrido (e) e o tempo (t) ,

quando a velocidade é constante, é dada por:

. v=% se pretendermos determinar v (incoégnita) e conhecermos e e t (cons-

tantes).

*e=vxt, sepretendermos determinar e (incdgnita) e conhecermos v e t (cons-
tantes).

. tz%, se pretendermos determinar t (incégnita) e conhecermos v e e (constan-
tes).

As expressodes referidas nestes exemplos estabelecem uma igualdade entre duas ex-
pressdes algébricas em que, para além da letra que consideramos como uma incég-
nita, contém pelo menos uma letra que representa um valor conhecido (constante).
Assim, cada uma das expressdes € uma equacao literal de grau 1.

Exercicios

Das seguintes expressoes, indica as que sao equacdes literais e os respetivos
graus.

39.1. a=nr’ 39.2. x —x°=40 39.3. 3x— 1=y
39.4.y-4=3-y 39.5. x—1=by 39.6. x’=c2+c

Da exemplo de trés férmulas que conhegas que sejam equacgdes literais e
indica os respetivos graus.
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3.4.1. Resolucao de equacoes literais do 1.° e 2.° graus

Resolucao de equacdes literais do 1.° grau

Manual

@ Digital Para resolver equacdes literais do 1.° grau, utilizam-se os principios de equivaléncia
Exercicio estudados na resolucdo de equacgdes do 1.° grau com uma incégnita.

Resolver
equagcdes literais

do 2w . Problema resolvido 12

Resolve a equacao literal 4ax — 3ax=4+b, com a=0, uma constante conhecida,
emordema x (considerando x aincdognita).

Resolucao:

4dax —3ax=4+b & ax=4+b

@ x:ib

\__ a

Resolucio de equacdes literais do 2.° grau

Para resolver equacgdes literais do 2.° grau, utilizam-se os principios de equivaléncia
estudados na resolucdo de equagdes do 2.° grau com uma incégnita.

' Problema resolvido 13

Resolve a equac3o literal x*=12a”, com a>0, uma constante conhecida, em
ordema x (considerando x aincoégnita).
Resolucao:
x¥'=12d* &
& x=+V12a® Vv x=-V124a*
& x=+av12vix=-avl12
& x=+2aV3Vx=-2aV3
—

' Problema resolvido 14

Resolve a equacao literal 4x*+ax=0, com a=0, uma constante conhecida, em
ordema x (considerando x aincoégnita).

Resolucao:

4 +ax=0 <

& x(Ax+a)=0
& x=0Vi4x+a=0
& x=0Vix=-a

& x=0\/x=—%
—
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Exercicios

Resolve, em ordem a x, as seguintes equacodes.

41.1. 2x+a=b 4.2, 3x-1=y

41.3. 3(x—a)=6a 41.4. b(x-b)=0

41.5. a=%,com b#0 41.6. (a—2)=%,com az2exz0
M7 x’=a’ 41.8. x°+4bx=0

Resolve as seguintes equag6es em ordem a variavel indicada. Considera que
as restantes letras representam constantes ndo nulas.

bxh
2

42.3. x’=c?+c5 (emordema x) 42.4. x’=c’+c> (emordema c,)

42.1. a=

(emordema h) 42.2. p=2nr (emordema r)

Problemas com equacades literais

As equacoes literais surgem relacionadas com diversas ciéncias, tais como a Fisica,
a Quimica e a Biologia, entre outras. Reconhecer e resolver problemas modelados
por equacoes literais é fundamental para essas ciéncias.

Vamos resolver alguns problemas que envolvem equacdes literais. Para isso, vamos
utilizar os principios de equivaléncia para resolver as equagdes do 1.° e do 2.° graus
com uma incognita.

' Problemaresolvido 15

Alguns paises, como Cabo Verde, utilizam para unidade de medida da
temperatura o grau Celsius (°C). Outros paises, como por exemplo os
Estados Unidos da América, utilizam o grau Fahrenheit (°F).

Para converter uma temperatura em graus Celsius numa temperatura .!_;é E’-%;.
em graus Fahrenheit e reciprocamente, utiliza-se a equac3o literal: HiE %
F-32_cC sl

9 5 W22

i) Calcula em graus Celsius a temperatura correspondente a 14 °F. lJ
ii) Calcula em graus Fahrenheit a temperatura correspondente a 15 °C. \

ili) Nas condicdes PTN, a 4gua congela a 0 °C. Indica, em graus Fahre-
nheit, a temperatura de congelamento da agua.
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Resolucao:

Para respondermos as questdes deste problema, vamos resolver a nossa equacao em ordem
a Ceemordema F.
F-32_¢C C_F-32
5 5 <
JE-32_C
9 5

_5F—160
5= g9 <& (=73

e F-32= 9SC<:>P_9C

(equacido resolvida em ordema C)

+ 32 (equacaoresolvidaem ordema F)
5F-160_5x14-160_-90 _

9 9 9
F_9§C 32_9>‘515+32 27+32=59°F

i) F=9>§C+32=9;‘°+32=0+32=320E
N——

—10°C

i)y C=

i)

Na Matematica € comum, como ja foi possivel verificar, utilizar equacdes literais na
Geometria, em particular no calculo de perimetros, areas e volumes. O proximo pro-
blema explora a utilizagdo de equacdes literais na resolugéo de situagoes relaciona-
das com a Geometria.

' Problema resolvido 16

Considera o triangulo apresentado na figura.
As medidas estao expressas em centimetros.

Xx+4
i) Apresenta uma equacao literal que permita deter- x+3
minar o perimetro do tridngulo, designando por p
0 perimetro.
i) Qual é o perimetro do tridngulose x=2cm? )
X+

ili) Resolve a equacéo, obtidaemi)emordema x.
iv) Quais sao as medidas dos lados dos triangulos se o perimetro for 75cm ?

Resolucao:

) p=(x+4)+x+2)+(x+3)=3x+9
p=3x+9 «— equacao literal

ii) Se x=2cm, entdo p=3x2+9=15
O perimetro do tridnguloé 15cm.

iii) p=3x+9 & -3x=9-p & x=9__—3p = x=pT_9 = x=§—3
x:§—3<—equagéo literal
iv) Se p=75cm, entio, x=E—3=25—3=22

3
1,=22+4=26;1,=22+2=24; ,=22+3=25

As medidas dos lados do tridngulo sdo 26 cm, 24cm e 25cm.

—
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Exercicios

O indice de massa corporal (IMC) de uma pessoa é dado pela expressao:

i — indice de massa corporal
i==— p — massa da pessoa (em kg)
h — altura da pessoa (em metros)

43.1. Resolve,emordema p, aequacao literal.

43.2. A Organizagédo Mundial da Saude classifica o IMC de acordo com a tabela

seguinte.
IMC Classificacao
18,5a24,9 Peso normal
25a29,9 Sobrepeso

30a34.9 Obesidade grau |
35a40 Obesidade grau I

a) Classifica o IMC de uma pessoa com 67 kg e 168 cm de altura.

b) Classifica o teu IMC.

43.3. Determina a altura de uma pessoa com 72 kg e IMC iguala 23.

Aférmula A==r’ permite determinar a area de um circulo de raio r.
44.1. Resolve aequacaoemordema r.
44.2. Determina o raio de um circulo de dreaigual a 49w cm?.

44.3. Um circulo pode ter dreaigual a ©° cm”? Justifica a tua resposta.

5
8

45.1. Resolve a equacdo emordema k .

A equacao m=— k relaciona milhas terrestres (m) com quilémetros (k).

45.2. Quantos quilémetros correspondema 100 milhas?

69




3.Algebral

70

Para aplicar

Em cada uma das seguintes equacdes, x, y e z sdoincognitase a, b e ¢
sao constantes nado nulas,com a>b.

Resolve as equagdes em relagao a variavel indicada.
1.1. 2x — 3z=2a° (emordema x) 1.2. 2x — 3z=2a° (emordema 2)

1.3. x’+y=bc (emordema y) 1.4. x’=a’ - b®> (emordema x)

Considera a equacao literal.
2y—-4x=0

2.1. Resolve aequacdoemordema x. 2.2. Resolve a equagcdoemordema y

Resolve, em ordem a x, cada uma das seguintes equacgoes.

3.1. 4ax’+4bx=0, com a#0. 3.2, ap=2=0

7 com x#b.

Considera o trapézio da figura ao lado. 2x+1

4.1. Mostra que a expressao A=5x+ 1
representa a area do trapézio.

4.2. Determina o comprimento das bases, [ ]
se a 4rea do trapézio for 41 m?. 3x

Considera o quadrado A, delado /, e um circulo nele Quadrado A
inscrito.

5.1. Escreve uma expressao que represente a area do
circulo.

5.2. Mostra que a area do quadrado (A) que nao esta
preenchida pelo circulo é dada pela expressao:

P(4-m)

4 i

5.3. Resolve a equacéao da alinea anterior em ordem a /.

A=

Aférmula v=m=r’h corresponde ao volume de um cilindro, em que r é o raio
da base e h a altura do cilindro.

6.1. Resolve a equacdo emordema r.

6.2. Indica a medida do raio de um cilindro de volume igual a 300r cm? e altura
12cm.

6.3. Indica a medida da altura de um cilindro de volume igual a 128nt m® e raio da
base 4m.

N
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3.5. Sistemas de duas equacgdes do 1.° grau com duas incognitas

3.5. Sistemas de duas equacoes do 1.° grau

com duas incognitas e Yoy
Para iniciarmos o estudo de sistemas de duas equacgdes do 1.° grau com duas \S/_"dteo
Istemas
incdgnitas, vamos comecar por resolver o seguinte problema: equivalentes

A soma da idade do Pedro com a idade da Rita é 20 e a soma da idade do Pedro com
o dobro da idade da Rita é 28. Quais sdo as idades do Pedro e da Rita?

Como temos dois valores desconhecidos, vamos atribuir letras a cada uma das incégnitas:
x «— "idade do Pedro” y «— “idade da Rita"

Deste modo, podemos representar as duas situacdes através de duas equacoes literais:
*x+y=20 (asomadaidade do Pedro com aidade da Rita é 20)
* x+2y=28 (asoma daidade do Pedro com o dobro daidade da Rita é 28)

Estas duas equacdes literais formam um sistema de duas equa¢des com duas
incognitas. O sistema de duas equagdes com duas incognitas pode ser represen-

tado da seguinte forma: {x +y=20

X+2y=28

Resolver este sistema consiste em determinar, caso existam, as solucdes comuns as
duas equagoes.

Repara que, neste caso, se fizermos x=12 e y=8, nas duas equacdes obtemos

proposi¢oes verdadeiras. (x, y)=(12; 8) é a solugdo deste sistema.
Aidade do Pedro é de 12 anos e aidade da Rita é de 8 anos.

Um sistema de duas equagdes do 1.° grau com duas incégnitas diz-se na forma
ax+hby=c
dx+ey=f"'
asincognitase a, b, c, d, e e f sdo as constantes.

canonica se apresenta a configuracao { em que X e y representam

Quando dois ou mais sistemas tém o mesmo conjunto-solucao, os sistemas sio
equivalentes.

Exercicio
Escreve cada um dos seguintes sistemas na forma canédnica.

xX=y 2x—-4=y X+y—-3==-2y
46.1. 46.2. 46.3.

{10—y=x {3=x+4y {10—3y=2(x+1)

X

X 1= 3=Y _ 4= <3+1>

46.4. {2 ; Y ,_, 465 € ; 466 " "TY\°Tg
%=3(y-2)=x y=x-7 10(x+y)—y=x
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3.5.1. Resolucao de sistemas de duas equacoes do
1.° grau com duas incégnitas

QMan“a, Para resolver um sistema de duas equacdes com duas incégnitas existem varios
Digital 7

< métodos.

Vlldeo . ~ ’ - - Ve - - ~
Resolver De seguida, apresentam-se trés meétodos distintos: 0 método de substituicao, o
sistemas pelo , .~

método da método da adicao ordenada e a regra de Cramer.

substituicao

EERE

Resolucao de sistemas pelo método de substituicao

Para resolver um sistema de duas equacdes com duas incégnitas através do método
de substituicao, aplicam-se os seguintes procedimentos:

X+y=5
2x+y=7
1.° Resolver uma das equacdes em ordem a uma x=5-y
das incognitas. 2x+y=17
2.° Substituir, na outra equacao, essa incognita pela X=5-y
~ . =
expressao obtida. 26-y)+y=7
x=5-y
3.°Resolver a equacdo do 1.° grau que resulta da < 10=2y+y=7
substituicao, obtendo o valor de uma das inc6g-
: x=5-y xX=5-y
nitas. Y Y
-y=-3 y=3
4.° Substituir o valor da incégnita encontrada na outra PN x=5-3 — x=2
equacao e resolver a equacgéao. y=3 y=3
A solugado do sistema é o par ordenado (x; y)=(2; 3).
Conjunto-solugdo: {(2; 3)}
@ Resolve os seguintes sistemas pelo método de substituicao.
X+y=2 X+y=6 2x+y=4
4741. {2x—y:’l 47.2. {2x+y:7 47.3. {x+2y:5
1—-x=y 2x+2y=14 2x+2(y+1)=8
47.4. 47.5. 7.6.
{y+x:1 {10x+5y=40 {2x+2y=10
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Resolucao de sistemas pelo método da adicao ordenada

Para resolver um sistema de duas equacdes com duas incognitas, na forma candnica,
através do método da adi¢cao ordenada, aplicam-se os seguintes procedimentos:

X+y=5
2x+y=7

1.° Transformar uma das equacdes huma equa-
¢ao equivalente, de modo que os coefi- xX+y=5
cientes associados a uma das incognitas - 2x-y=-7
nas duas equacoes fiquem simétricos.
xX+y=5
-2 7
2.° Adicionar as duas equacdes, de modo a X y=-
anular uma das incognitas. —X=-=

3.° Resolver aequagcaodo 1.°grau queresultou —x=-2
da adicao e obter o valor de uma incégnita. << x=2

4.° Substituir o valor da incégnita encontrado 2+y=5
numa das equacades iniciais e obter o valor
da segunda incognita.

A solugdo do sistema é o par ordenado (x; y)=(2; 3).
Conjunto-solugdo: {(2; 3)}

@ Resolve os seguintes sistemas pelo método da adi¢cao ordenada.

X+y=2 X+y=6

48.1. 48.2.

8 {2x—y=1 8 {2x+y=7

ag.3. |*1V=1 a8.a. | X7
xX+2y=5 y+x=1

48.5. 2x+2y=14 48.6. 2x+2(y+1)=8
10x + 5y =40 2x+2y=10
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Resolucao de sistemas com aregra de Cramer

Vamos aplicar o método de substituicdo para encontrar uma solu¢cédo genérica para o

sistema.

_Cc—-by _Cc—-by
ax+by=c ax=c-by =3 =3
dx+ey=f dx+ey=f < c—by < cd — bady

d( )+ey=f ——+ey=f

a a
x=c—by x_c—by x_c—by
A cd—bad ae A e A ~a
a y+ ayzg cd — bdy + aey = af — bdy + aey = af — cd
af — cd
L_C-by x=C= x_c_b<ae—bd>
= a = afa oy & - a
y(ae — bd)=af - cd y=" _af—cd
ae —bd Y=ae—bd
_c_b(af-cd) x_c(ae—bd)—b(af—cd)
e | a a(ae — bd) PN a(ae — bd)
_af-cd _af-cd
y ae — bd y ae — bd
= ace - bced — abf + bed y = ace— abf
— | a(ae — bd) — a(ae — bd)
_af-cd _af-cd
y ae — bd y ae — bd
x:a(ce—bf) L ce—bf
e a(ae — bd) JuN ae — bd
af—cd _af-cd
Y=ae—bd Y= ae—bd

Genericamente, pode entdo encontrar-se a solucao do sistema pela férmula:

_ce—bf
ax+by=c X =26 _bd
dx+ey=f y= af —cd

ae — bd

Aplicando esta férmula, estamos a usar a regra de Cramer, que pode ser util para
resolucdo de sistemas ou na confirmacéao de solucdes.

Analisar o denominador da regra de Cramer permite apoiar na classificagcao de sistemas.

Chamamos ao niumero ae — bd de determinante do sistema.
* Se ae — bd#0, entdo o sistema é possivel e determinado.
* Se ae — bd=0, entdo o sistema é impossivel ou possivel e indeterminado.
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@ Verifica, utilizando a regra de Cramer, as solu¢ées obtidas na resolucéo do

exercicio 48.
X+y=2 X+y=6 2x+y=4
49.1. 49.2. 49.3.
° {2x—y=1 ° {2x+y=7 9.3 {x+2y=5
T-x= 2x+2y=14 2x+ 2 1)=
49.4.] 7Y 49.5. 7T 49,6, [2X+20+1)=8
y+x=1 10x+5y =40 2x+2y=10

3.5.2. Classificacao de sistemas

Um sistema é possivel e determinado quando tem uma s6 solucdo, ou seja,
guando apenas existe um par ordenado de nimeros que verifica simultanea-
mente as duas equacoes.

Exemplo:
x+y=10 x=10-y x=10-y x=10-y
x—y=4 x—y=4 10-y—-y=4 -2y=4-10

~2y=-6 T|y=25 y=3 y=3

A solugao do sistema é o par ordenado (x; y)=(7; 3).

{x:10—y {“10‘)’ o {x=10—y - {x:10—3 - {x=7

Conjunto-solugdo: {(7; 3)}

{x+y:10

O sistema
x-y=4

minado.

tem uma Unica solucao, por isso é um sistema possivel e deter-

Um sistema é possivel eindeterminado quando tem um namero infinito de solugdes.

Exemplo:
x—2y=1 x=1+2y x=1+2y x:1+2y<::> :x51
2x—4y=2 2(1+2y)—4y=2 2+4y—4y=2 Oy=0 Oy=0

A equacdo Oy =0 é uma equacao indeterminada, porque qualquer valor de y é solu-
cao desta equacéo.

Todos os pares ordenados (x, %) sdo solugdes do sistema.
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3.Algebral

Um sistema é impossivel quando ndo tem nenhuma solucéo.

Exemplo:
x-=2y=1 x=1+2y x=1+2y
3x—-6y=2 3(1+2y)—6y=2 3+6y—6y=2
x=1+2y x=1+2y
6y —6y=2-3 Oy=-1

A equacao Oy=-1 éuma equacao impossivel. Assim, o sistema € impossivel.

@ Classifica os seguintes sistemas de duas equacdes com duas incégnitas.

x=5-y 2x+6y=8 2y —x=8
g, 2. 3.
50 {x+y:7 50 {x+3y=8 50.3 {3x=y+1
xX+y=3
7x—14y=1 =
50.4. !, y 50.5.{'" 50.6. 1= 20+3)
§_§=1 —y—4=Xx 12y —x=2x-y

Interpretar graficamente sistemas de duas equacdes de 1.° grau

. . xX+y=4
Considera o sistema:
X+2y=7
Resolver este sistema é determinar o par ordenado (x; y), que é simultaneamente
solug¢édo das duas equacgoes.
Para resolver graficamente o sistema, temos de apresentar, num mesmo referencial,

as retas que representam cada uma das equacgoes.

x+y=4 & y=4-x

X y

4

4 0
X+2y=7 & y:7;x

X y

0 3,5

7 0
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3.5. Sistemas de duas equacgdes do 1.° grau com duas incégnitas

Aintersecdo das retas de equacdes y=4—-x e y= 7 Ex € o ponto de coordenadas

(1: 3). que corresponde ao par ordenado que € solucéo do sistema. & Janua
Uma solucdo de um sistema de duas equacdes com duas incégnitas correspondeas 77
coordenadas de um ponto de intersecao das retas que representam as equacoes. Video

Resolver
sistemas
graficamente

Ainterpretacdo gréfica de sistemas de duas equacgdes permite classificar os sistemas.

Posicao relativa das retas que

~ Grafico Classificacao do sistema
representam as equacgoes

Sistema possivel e
determinado.

O sistema tem uma
Unica solugéo.

As duas retas séo
concorrentes (tém um ponto
em comum).

As duas retas sdo
estritamente paralelas

R O sistema é impossivel.

em comum).
O sistema é possivel e
As duas retas sao indeterminado.
coincidentes (tém todos os O sistema tem um
pontos em comum). numero infinito

de solugdes.

Resolucao de problemas envolvendo sistemas de equacoes
do 1.° grau com duas incégnitas

Como se verificou no inicio desta unidade, os sistemas de equacdes com duas
incégnitas podem ser aplicados na resolucao de problemas.

' Problemaresolvido 17

Observa a figura, que apresenta
duas pesagens de um ananas

e de uma papaia.

Qual sera a massa do ananas?

E da papaia? Primeira pesagem Segunda pesagem
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3.Algebral

Resolucao:

X «— “massa do ananas”

y «— “massa da papaia”

Deste modo, podemos representar as duas situacdes através de duas equagoes literais:
x+y=3 (equagdo da primeira pesagem)

y+1=x (equacgdo dasegunda pesagem)

x+y=3 x=3-y x=3-y x=3-y X x=2
{y+1=x<:>{y+l=3—y<:>{y+y=3_1 A 2y=2 = % = =

\i massa do ananas é 2 kg e amassadapapaiaé 1kg.

' Problema resolvido 18

o Praia  Capital depais

Sabe-se que a soma da distancia entre i . Lot
Santiago e Maio com a distancia entre

Santiago e 0 Sal é de 193 km. L -

Sabe-se também, que a diferenca - b cm

entre a distancia entre Santiago e o Sal

e o triplo da distancia entre Santiago é s Voren, D
de 87 km. sonvsTa
Determina a distancia entre Santiago e o sotavento

Maio e a distancia entre Santiago e o Sal. L »
Resolucao: SIS

Xx «— “distancia entre Santiago e Maio” 50 m,, praa

y «— “distancia entre Santiago e o Sal” - _—
x+y=193 x=193-y x=193-y x=193 -y x=26,5
{y—3x=87 {y—3(193—y)=87 {y—579+3y=87 {4y=666 {y=166,5

A distancia entre Santiago e Maio é 26,5 km e a distancia entre Santiagoe o Salé 166,5km.
—

Exercicios

O Martim tem mais dez anos do que a Margarida e tem o dobro da idade da
Margarida.

Utiliza um sistema para determinar as idades do Martim e da Margarida.

A Eliane gastou 400 escudos para comprar garrafas de dgua e pacotes de
leite. Sabe-se que cada garrafa de agua custa 50 escudos e que cada pacote
de leite custa 100 escudos. Sabendo que o numero de garrafas é o dobro do
nimero de pacotes de leite, determina o nimero de garrafas de agua e o
nimero de pacotes de leite que a Eliane comprou.
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Para aplicar

Considera os seguintes sistemas:
xX+y-9=0 I 3x+11=2y I By+1=-2x
5x + 4y =46 "|l-y+3x=-4 “lx+3y=-3

1.1. Apresenta os sistemas na forma candnica.
1.2. Resolve os sistemas pelo método da adicdo ordenada.
1.3. Resolve os sistemas pela regra de Cramer.

Considera o sistema x+y=10
bx+ay=20"

Indica valores para as constantes a e b, de modo que:
2.1. o sistema seja possivel e determinado.

2.2. o sistema seja impossivel.

2.3. o parordenado (x; y)=(2; 8) seja solugdo do sistema.

2x=2
Considera o sistema Y .
X—-18=-y

3.1. Escreve o sistema na forma candnica.

3.2, Justifica que o par ordenado (x; y)=(9; 9) é solucdo do sistema.

Mostra graficamente que o par ordenado (x;y)=(0; 3) é solugcdo do sistema.
X+y=3
3x —4y=-12

Verifica através da regra de Cramer e graficamente que o par ordenado
(x; y)=(2; —4) ésolugao do sistema.
{—x +2y=-10

1 -
5x+3y— 11

A soma de dois nimeros é 31 e asuadiferenga é 3. Determina esses nlimeros.

Na figura esta representado um retangulo e y+9

registadas expressodes que representam as

medidas dos seus lados. Calcula o perimetro xX+2 3x-2y
do retangulo, apds determinar os valores de

xey. 3x+4

A senhora Maria e o senhor Rafael tém uma quinta e criam 120 animais, sendo
0s animais cabras e galinhas. Sabendo que o total de patas dos animais é 440,
quantas cabras tém a senhora Maria e o senhor Rafael?
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Geometria e Medida

4.1. Paralelismo e perpendicularidade de retas
e planos

4.1.1. A geometria euclidiana e o axioma das paralelas

A palavra geometria deriva de duas palavras gregas:
* geo que significa Terra;
* metron que significa medida.

A Geometria, na Grécia Antiga, era a ciéncia empirica que agrupava métodos praticos
que permitiam resolver problemas geométricos, em particular problemas que envol-
viam comprimentos, areas e volumes.

Um dos matematicos mais famosos desse periodo foi Eucli-
des, que tera vivido aproximadamente de 330 a.C.a 260 a.C..

Euclides organizou e compilou o conhecimento geométrico
desse periodo num conjunto de livros designados de
Elementos de Euclides.

Para além de apresentar os resultados praticos existentes,
Euclides demonstrou os seus resultados através de dedu-
coes légicas, tendo como ponto de partida um conjunto de
proposi¢cdes geométricas elementares.

Nos Elementos de Euclides, encontram-se cinco postulados: Euclides

1.° postulado: pode-se tracar uma reta por quaisquer dois pontos;

2.° postulado: pode-se prolongar uma reta infinitamente;

3.° postulado: pode-se tracar uma circunferéncia com quaisquer centro e raio;
4.° postulado: todos os angulos retos sao iguais;

5.° postulado: se duas retas num plano, intersetadas por uma terceira, determinam
com esta angulos internos do mesmo lado da secante cuja soma € inferior a um
angulo raso, entdo as duas retas intersetam-se no semiplano determinado pela
secante que contém esses dois angulos.

Atualmente, interpretamos o 5.° postulado de Euclides
do seguinte modo:

Se a+3<180°, entdo r e s intersetam-se no semi-
plano determinado pelareta t e que contém os angu-
los a € B.
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4.1. Paralelismo e perpendicularidade de retas e planos

Nos Elementos de Euclides existe uma distincdo entre axiomas e postulados. Para
Euclides, os axiomas consistiam em proposi¢cdes elementares e evidentes que nao
careciam de ser provados. Ja os postulados eram descritos, por Euclides, como pro-
posicdes menos 6bvias do que os axiomas, mas, no entanto, facilmente aceites.

Ao longo da Histéria, varios foram os matematicos que consideraram pouco ébvio o
5.° postulado de Euclides e tentaram prova-lo a partir dos quatro anteriores. Deste
modo, a axiomatizacao da Geometria foi evoluindo e sendo aperfeicoada ao longo
dos tempos.

Um dos matematicos que se destacou no aperfeicoamento da Geometria Euclidiana
foi David Hilbert, matematico alemao que viveu de 1862 a 1943.

David Hilbert aperfeicoou a teoria axiomatica ao considerar
objetos primitivos (um ponto, uma reta e um plano) e ao \
estabelecer no¢des primitivas que permitiram compreen-
der e desenvolver as relacdes entre os objetos primitivos,
como por exemplo: “estar posicionado entre” ou “ser con-
gruente com”.

David Hilbert definiu o axioma euclidiano do paralelismo,
equivalente ao 5.° postulado de Euclides. Enunciou assim
este axioma, estabelecendo que, por um ponto exterior a
uma reta, ndo passa mais do que uma reta a ela paralela.

David Hilbert

4.1.2. Geometrias nao euclidianas

Atualmente, reconhece-se que é possivel construir teorias modificando determina-
dos axiomas da Geometria Euclidiana que incluam o 5.° postulado de Euclides,
substituindo-o pela respetiva negacao. Estas teorias que derivam da axiomatica de
Euclides designam-se por «geometrias nao euclidianas». Como exemplo de uma
teoria resultante da geometria ndo euclidiana, temos a geometria hiperbdlica ou de
Lobachevsky.

A geometria hiperbdlica resulta da substitui-
cao do axioma euclidiano das paralelas pela
sua negacao, sendo esta a Unica alteracéo a
axiomatica original.

Nas geometrias ndo euclidianas, existem
muitas propriedades distintas da geometria
euclidiana. Por exemplo, na geometria hiper-
bdlica, a soma das amplitudes dos angulos
internos de um tridngulo é inferior a 180°.
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4, Geometria e Medida

4.1.3. Posicao relativa de duas retas no espaco euclidiano

Seduasretas, t e r, estdo contidas num mesmo plano, entdo t e r sdo retas com-
e — planares.

Digital
Video Caso nao exista nenhum plano que contenha simultaneamente as duas retas, entao
Interseg&o de as retas sdo nao complanares.

duas retas
paralelas por
uma reta

Posicao relativa de duas retas complanares

Duas retas concorrentes sdo :
perpendiculares quando os !
angulos por elas formados tém i

. amplitudes de 90°.
Duas retas sao z

concorrentes se tiverem
um unico ponto em

comum. ~ :
Duas retas concorrentes sao :
obliquas quando os angulos por
elas formados n&o tém |
amplitudes de 90°. ; """""""

P

Duas retas complanares sao i
estritamente paralelas se néo
tém nenhum ponto em comum.

Duas retas séo paralelas e

se nao forem

concorrentes.

r=t

Duas retas sao coincidentes se i
tém todos os pontos em comum. i

Posicao relativa de duas retas nao complanares

Duas retas sdo nao complanares
se nao existe nenhum plano que
contenha simultaneamente as
duas retas.

Retas ndo complanares
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4.1. Paralelismo e perpendicularidade de retas e planos

Exercicios

Na figura esta representado o prisma quadrangular [ABCDEFGH]. Utilizando
as letras da figura, indica:

1.1. duasretas perpendiculares;

1.2. duas retas obliquas;
1.3. duas retas estritamente paralelas;
1.4. duas retas coincidentes;

1.5. duas retas paralelas;

1.6. aposicéo relativa dasretas AB e DC;

1.7. aposicéo relativa das retas HD e GH; -

1.8. a posicéo relativa das retas EF e CG.

Indica se cada uma das seguintes afirmacdes é verdadeira ou falsa. Corrige as
afirmacoes falsas.

1) O 4. postulado refere que todos os dngulos retos séo iguais.
1) Euclides foi um matematico grego que viveu no século XIX.

Ill) Em todas as geometrias, a soma das amplitudes dos angulos internos de
um tridngulo é inferiora 180°.

IV) A palavra geometria deriva das palavras do latim “geo” e "metron”.

Na Geometria Euclidiana, tal como em outras geometrias, sdo tomadas como verda-
deiras algumas frases, sentencgas ou proposic¢ao. Por tal, essas sentengas nao se provam
nem demonstram por serem consideradas 6bvias ou por serem consensuais e neces-
sarias para a construcao da teoria. Essas proposi¢cdes designam-se de axiomas.

Como ja se referiu, o axioma euclidiano das paralelas diferencia a Geometria Eucli-
diana de outras geometrias.

O Axioma das Paralelas diz o seguinte:
Por um ponto exterior a uma reta pode-se tracar uma uUnica reta paralela a reta dada.

A partir deste axioma, podemos demonstrar o seguinte resultado:

Propriedade

Se uma reta interseta uma de duas retas paralelas e com elas é complanar, entdo
interseta a outra.
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Hipoteses:
—Asretas s e t sdo paralelas.

—Asretas r e s sdo complanares.

—Asretas r e t sdo complanares.

—Areta r intersetaareta s num ponto.
Tese: Areta r intersetaareta t.

Demonstracao:
Seja P oponto deintersecdo dareta r comareta s.

Sabemos, pelo axioma das Paralelas, que pelo ponto P passa apenas uma unica reta
paralelaareta t.

Como asretas s e t sdo paralelas e areta r é distintade s, areta r ndo pode ser
paralelaareta t.

Assim, como as retas r e t sdo complanares (estdo no mesmo plano), elas interse-
tam-se. |

Os angulos correspondentes determinados por
uma secante a duas retas paralelas tém a mesma
amplitude.

r//
Hipotese: Areta t € uma reta secante as retas paralelas r e s.

Tese: Os angulos correspondentes determinados pela reta t nas retas paralelas r e
s tém a mesma amplitude.

Demonstracao:
Seja 6 o angulo suplementar de 8 (,B +6= 180°) .
Temos trés possibilidades para a + 6

1) Se a+6<180°, pelo 5.° postulado de Euclides as retas r e s seriam secantes,
0 que nao é possivel, porque, por hipbtese, r e s sao retas paralelas.

2) Se a+6>180°, pelo 5.° postulado de Euclides as retas r e s seriam secantes,
0 que também nao é possivel, porque, por hipdtese, r e s sao retas paralelas.

3) Entao, resta-nos que a + 6 =180° e, consequentemente, ¢ + 0 :ﬁ +6.

Logo, concluimos que a=. [
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Transitividade do paralelismo entre retas

Manual
Digital

Video
Posicao relativa
de dois planos

Duas retas paralelas a uma terceira, num dado plano, sdo paralelas entre si.

e Efetua a demonstracao da propriedade anterior.

4.1.4. Posicaorelativa de dois planos no espaco euclidiano

Se dois planos y e = tiverem uma, e uma so, reta em comum, entdo y € ® sdo
planos concorrentes.

Se dois planos y e © ndo forem concorrentes, entdo os planos séo paralelos.

Posicao relativa de dois planos

Dois planos concorrentes séo
perpendiculares quando os
angulos por eles formados tém

Dois planos sdo amplitudes de 90°.

concorrentes se tiverem
uma unica reta em comum.

Dois planos concorrentes sao
obliquos quando os angulos por
eles formados ndo tém
amplitudes de 90°.

Dois planos sao estritamente
paralelos se ndo tém nenhuma
reta em comum.

Dois planos séo paralelos
se nao forem concorrentes.

Dois planos sao coincidentes se
tém todas as retas em comum.
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Exercicios

Na figura seguinte esta representado um sélido que pode ser decomposto no
prisma quadrangular reto [ABCDEFGH] e no prisma triangular reto [EFGHIJ].

Usando as letras da figura, indica: J
4.1. dois planos perpendiculares;

4.2. dois planos estritamente paralelos;

Hé G.
4.3. dois planos obliquos; :
4.4. dois planos coincidentes; D E F
4.5. a posigao relativa dos planos EAB e FIE; A ~B

4.6. a posicao relativa dos planos DAB e EIJ.

Com papel, constréi uma representacao de um paralelepipedo e designa os
seus vértices comletrasde A a H.

Usando as letras dos vértices, indica:

5.1. dois pares de planos estritamente paralelos;
5.2. dois pares de planos perpendiculares;

5.3. duas retas perpendiculares;

5.4. duas retas estritamente paralelas;

5.5. duas retas ndao complanares.

Na figura esta representado um esquema de uma baliza de futebol.
Recorrendo ao esquema identifica:

6.1. duas retas paralelas; < £

6.2. duas retas perpendiculares;

6.3. duas retas ndo complanares;

6.4. dois planos estritamente paralelos; A B D E

6.5. dois planos obliquos.
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4.1. Paralelismo e perpendicularidade de retas e planos

4.1.5. Posicao relativa de uma reta relativamente a um
plano no espaco euclidiano

Se umareta r e um plano B tiverem um, e um s6, ponto em comum, entéo r é
secante (ou concorrente) com o plano f.

Se umareta r ndo é secante aumplano «, entéo r é paralela ao plano .

Posicao relativa de uma reta relativamente a um plano

Uma reta é perpendicular a um
plano quando o angulo por eles

i formado tem amplitude de 90°.
Uma reta é secante a um

plano se a reta e o plano
tiverem um, e um sé, ponto
em comum. Uma reta é obliqua a um plano
quando o angulo por eles
formado ndo tem amplitude de
90°.

Uma reta é estritamente
paralelaaum planosearetaeo
plano ndo tém nenhum ponto em

Uma reta é paralela a um comum.

plano se areta nao é

secante ao plano. T
Uma reta esta contida num plano ; B

se todos os pontos da reta fazem
parte do plano.

..................

Intersecao de dois planos Intersegéo
deacomp
A intersecdo de dois planos « e B néao paralelos é
uma reta, ou seja, a intersecdo de dois planos con-
correntes é uma reta.
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4. Geometria e Medida

Exercicio

@ oy Na figura seguinte, esta representado um sélido que pode ser decomposto no
prisma quadrangular reto [ABCDEFGH)] e no prisma triangular reto [EFGHIJ].

Video

Critério de Usando as letras da figura, indica: J
paralelismo

entre planos 7.1. uma reta perpendicular ao plano EFG;
: 7.2. uma reta contida no plano EFG; U

7.3. uma reta paralela ao plano EFG;
7.4. uma reta obliqua ao plano ABC; Hegommmo
7.5. uma reta obliqua ao plano ElJ; c

7.6. uma reta secante ao plano DCG; E

7.7. aposicao relativa dareta EF com o plano FIJ;

7.8. a posicao relativa dareta AE com o plano HE/;
7.9. a posicao relativa dareta BC com o plano EIJ.

Alguns dos resultados geométricos que utilizamos no nosso dia a dia carecem de prova.
De seguida, serao apresentadas propriedades e algumas demonstracdes que susten-
tam as nossas conclusdes, em particular para o paralelismo de retas e planos no
espaco euclidiano e para a perpendicularidade de retas e planos no espaco euclidiano.

4.1.6. Paralelismo de retas e planos no espaco euclidiano

r

Reta secante a dois planos paralelos /

Seumareta r é secante a um de dois planos parale-
los o e B, entdo areta é também secante ao outro.

Caraterizacao do paralelismo de planos através do
paralelismo de retas

Se um plano 6 é concorrente a um de dois planos / s i ;

paralelos o e 3, entdo é também secante ao outro.

Neste caso, as retas de interse¢cdo do primeiro com
cada um dos outros dois sao paralelas.
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4.1. Paralelismo e perpendicularidade de retas e planos

Planos paralelos />( /
E condicdo necessaria e suficiente para que dois a

planos (distintos) sejam paralelos que exista um par
de retas concorrentes em cada plano, paralelas duas

a duas. >( r
B

Transitividade do paralelismo entre planos

Dois planos paralelos a um terceiro sdo paralelos entre si.

Hipotese: o e 6 sao dois planos paralelos. e 6
sao dois planos paralelos.

Tese: o e B sado dois planos paralelos.

Demonstracao:

Se os planos o e B néao fossem paralelos entre si, 6
entdo intersetar-se-iam e, consequentemente, B in-
tersetaria os planos paralelos a o .

Mas como, por hipétese, B e 6 sao dois planos para-
lelos, B ndo pode intersetar 6.

Assim, o € B sado dois planos paralelos. [ ]

Existéncia e unicidade do plano paralelo a um dado plano contendo um ponto
exterior a esse plano

Por um ponto fora de um plano passa um inico plano paralelo ao primeiro.

Hipotese: Por um ponto P, exterior a um plano =,
passaum plano o paralelo ao plano 7.

Tese: O plano « é Unico.

Demonstracao:

Se considerarmos outro plano qualquer que passe
por P, o plano é concorrente com o plano « €, con- T/ o
sequentemente, concorrente com o plano #. Assim, PE a
nao pode ser paraleloa 7, logo o é o unico plano
paralelo a & que passa pelo ponto P. [ ]
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Exercicios

A figura ao lado representa um cubo. D (o

Recorrendo as propriedades, justifica que:

8.1. Osplanos ABC e EFG sao paralelos. A

8.2. Pelo ponto B apenas passa o plano ACB,
de modo que o plano seja paralelo ao plano o | G
EFG.

8.3. Areta BC é paralelaao plano EFG. -

A figura seguinte representa um paralelepipedo retéangulo.

E H

B (o]

Para cada uma das seguintes afirmacdes, indica se sao verdadeiras ou falsas.

Para as afirmacoes falsas, recorre ao paralelepipedo retangulo para dar um
contraexemplo.

I) Dados dois planos paralelos, qualquer reta de um deles é paralela a qualquer
reta do outro plano.

Il) Dois planos paralelos a um terceiro séo paralelos entre si.

IlI) Se um plano é concorrente a um segundo plano, entéo ele é concorrente a
todos os planos concorrentes ao segundo plano.

IV) Se uma reta é secante a um de dois planos estritamente paralelos, entao a
reta é também secante ao outro.

V) Aintersecao de um plano com dois planos paralelos origina duas retas nao
paralelas.



4.1. Paralelismo e perpendicularidade de retas e planos

4.1.7. Perpendicularidade de retas e planos no espaco
euclidiano

Angulo de dois semiplanos com fronteira comum

Sejam o e B dois planos que se intersetam numa A,
reta r. °
0. f
Considerem-se os angulos convexos A,0.B, e B ' '.' B,
A,0,B,, tais que: 0 ','°
',
« 0, e 0, sdo pontos de r. M'f:"
« A,0,, A,0,, B,O, e B,0, sdo perpendicularesa r. Rt .,
(4 .
. . - . . o . 2
* 0,A, e O,A, estdo no mesmo semiplano determi- BO’-~-,'_I'
3
nado por r em «o. '.' 0, :
- N ~ - 0 a . 2
* 0,B, e 0,B, estdo no mesmo semiplano determi- As

nadopor r em f3.

Entdo, A,0,B,=A,0,B,.
Aos angulos A,0,B, e A,0,B, chamam-se angulos dos semiplanos.

Quando o angulo de dois semiplanos tiver amplitude
de um angulo reto, ou seja, 90° de amplitude, os
semiplanos opostos a estes formam também um
angulo reto. Nesta situacao, designam-se os planos-
-suporte por planos perpendiculares.

Retas perpendiculares a planos

Uma reta r é perpendicular a um plano o« num
ponto P quando é perpendicular a um par de
retas distintas, do plano o/, que passam por P.

Ouseja, seduasretas t e s, complanares aum plano

a e que passamnum ponto P, sdo perpendiculares a %
umareta r, concorrente ao plano o no ponto P, entao
areta r é perpendicular ao plano o no ponto P.

Para além disso, se uma reta r é perpendicular a duas retas t € s num mesmo
ponto P, éigualmente perpendicular a todas as retas complanaresa t e s que pas-
sam por P. Também, qualquer reta perpendicular a r que passa por P esta contida
no plano o determinado pelasretas t e s.
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Existéncia e unicidade de umareta
perpendicular a um plano

Uma reta r, perpendicular a um plano o num
ponto P, é Gnica.

@ Efetua a prova da unicidade de uma reta perpendicular a um plano.

(Sugestao: Comeca por supor que existe outra reta, perpendicular a um plano no
mesmo ponto).

0 A Luana e o Lucas querem colocar uma vara num canteiro, de modo que a vara
ajude uma planta a crescer verticalmente. Explica como devem proceder para
que a vara fique perpendicular ao chao.

Planos perpendiculares

E condicio necessaria e suficiente para que dois
planos sejam perpendiculares que um deles conte-
nha uma reta perpendicular ao outro.

@ Efetua a demonstracao da propriedade anterior.

L/ L

Sendo o um plano e P um ponto exterior ao plano,
existe uma Unica reta r que passa por P e que é

perpendicular ao plano «. /
o

r
P
P /
O ponto de intersecao da reta com o plano, P', é a pro-

jecao ortogonal de P sobre o plano o e designa-se

por pé da perpendicular.

Areta r, perpendicular ao plano «, que passa por P', designa-se de reta normal ao
plano no ponto P'.

Reta normal a um plano \
.
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Plano normal aumareta
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Dada uma reta r e um ponto P, existe um Unico plano o perpendicular a r video

passando por P. Plano normal a
uma reta

* Se o ponto P pertence ao plano, o plano é o lugar
geométrico dos pontos do espaco que determinam

com P uma reta perpendicular a r. Neste caso, o P
plano designa-se por plano normala r em P.

X

* Se o0 ponto P ndao pertence ao plano, o plano é o
lugar geométrico dos pontos do espaco que deter-
minam com o ponto P (pé da perpendicular) uma
reta perpendiculara r. Neste caso, o plano designa- / P y
-se por plano perpendicular (ou normal) a r pas-

sando por P.

Nota: Um lugar geométrico corresponde a um conjunto de
pontos do plano que partilham uma determinada propriedade.

Exercicios

D (o]
A figura ao lado representa um cubo.

13.1. Recorrendo as propriedades, justifica que:

A B
I) Osplanos ABC e FGC sao perpendiculares. '

Il) Areta DH é a Unica reta perpendicular ao s lamny G
plano HEF no ponto H.

lll) Areta BC é perpendicular ao plano DCG. E Z F

13.2. Indica a projecao ortogonal do ponto C no plano EFG.

13.3. Indica areta normal ao plano ABC que passa por C.

Quando abrimos ou fechamos uma porta, ela passa
por varias posicoes. Justifica por que razao, em
todas as posicoes, a porta permanece
perpendicular ao chao.
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Reta perpendicular a planos paralelos r
- « Se uma reta é perpendicular a um de dois pla- 4 re
@ Rlatdl nos paralelos, entdo a reta é perpendicular ao
Video outro.
Reta
perpendicular a « Se dois planos sdo perpendiculares a uma mesma e

planos paralelos

g reta, entdo os planos sio paralelos.

Plano mediador

O plano mediador de um segmento de reta [AB]
é o plano normal a reta suporte do segmento de
reta no respetivo ponto médio do segmento de
reta.

A

O plano mediador é o lugar geométrico dos pontos
do espaco equidistantesde A e B.

Exercicios

Classifica as seguintes afirmac¢des em verdadeiras ou falsas e corrige as falsas.
I) Duas retas perpendiculares a um mesmo plano sao paralelas entre si.

Il) As extremidades de um segmento de reta tém a mesma distancia de
qualquer ponto do plano mediador do segmento de reta.

IlI) Se um ponto P, pertencente aum plano o, é equidistante dos extremos
de um segmento de reta, entao o plano o é o plano mediador do segmento
de reta.

IV) Se trés planos sao perpendiculares a uma mesma reta, entdo os planos sao
paralelos.

Na figura, esta representado um segmento de A
reta [AB] e o seu plano mediador.

O ponto C é um ponto do plano o, exterior a i
reta AB. Co |

O triangulo [ABC] pode ser escaleno?

Justifica a tua resposta.
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Classifica as seguintes afirmacdes em verdadeiras ou falsas, corrigindo as
afirmacoes falsas.

I) Osangulos correspondentes determinados por uma secante em duas retas
paralelas sdo complementares.

Il) Aintersecédo de dois planos é uma reta.
) Por um ponto exterior a um plano « passa um unico plano paraleloa o .
IV) Por um ponto exterior a um plano « passa um unico plano perpendicular a o .

V) Por um ponto exterior a um plano passa uma infinidade de retas paralelas a
esse plano.

VI) Se duas retas de dois planos distintos sdo perpendiculares, entdo os planos
sao perpendiculares.

Observa o seguinte prisma hexagonal regular.
2.1. |dentifica:

2.1.1. dois planos obliquos;

2.1.2. duas retas perpendiculares.
2.2. Indica a posi¢éo relativa:

2.2.1. dasretas AB e DJ;

2.2.2. dasretas AB e CD;

2.2.3. dos planos LHI e AFL;

2.2.4. dareta BH como plano IJD.

2.3. Prova que os planos GHI e HIC séao perpendiculares.

A seguinte figura é composta por um prisma I
quadrangular regular [ABCDEFGH] e uma

piramide quadrangular regular [EFGHI], sendo 4
[/IK] a altura da piramide e [/J] a altura do (4G |
triangulo [EFI]. o *K\ U

3.1. Indica:

3.1.2. um plano perpendicular ao plano HEF;

3.1.1. umareta perpendicular ao plano DAE; E

3.1.3. aintersecdo dos planos HEI e EFI. .

97



4, Geometria e Medida

98

Para aplicar

3.2. Indica a posicao relativa dos planos:
3.2.1. /EF e HDC;
3.2.2, EJl e IFJ.

3.3. Sabendo que K é a projecao ortogonal de / sobre o plano HEF, justifica
que areta IK é perpendicular ao plano DAC.

O senhor Joaquim quer colocar
uma rede plana, com estacas, no
jardim, para evitar que os animais
estraguem as flores da senhora
Rosa. Como é que o senhor
Joaquim deve proceder para ter a
certeza de que arede vai ficar
perpendicular ao chao?

O pai da Julia vai comprar um
conjunto de estantes para
oferecer a Julia no seu aniversario.
Assim, ela podera guardar no seu
quarto os seus livros preferidos.
Como é que o pai da Jilia devera
proceder para que as prateleiras
figuem paralelas ao chao?

Como podes verificar, existem retas e planos por toda a parte.
Individualmente, ou em grupo, encontra exemplos reais de:

* Retas perpendiculares; Retas obliquas; Retas estritamente paralelas; Retas
coincidentes; Retas nao complanares; Planos perpendiculares;

* Planos obliquos; Planos paralelos; Planos coincidentes;

¢ Uma reta perpendicular a um plano; Uma reta obliqua a um plano; Uma reta
paralela a um plano; Uma reta contida num plano.



4.2. Medida

4.2. Medida
Q@ o

4.2.1. Distancias a um plano de pontos, retas paralelas e Video
planos paralelos Distancia

de um ponto
aum plano

Distancia de um ponto a um plano r .

A distancia de um ponto P aum plano r é a distan-
ciade P asua projecao ortogonalem 7. o P

Sendo P' a projecao ortogonal do ponto P sobre o

plano 7, a distdncia de P a & é representada por Lo P’
PP T ;

No caso de o ponto P pertencer ao plano n, a dis-
tdnciade P a © € 0 (zero).

m Na seguinte figura, areta r, que r
contém o ponto P, é perpendicular ao oP
plano = no ponto B. 4

17.1.Indica a projecao ortogonal do
ponto P no plano r.

17.2. Qual é a posicao relativa dareta r yis '
com qualquer reta do plano 7 que
passe pelo ponto B?

17.3. Justifica que a distancia do ponto P ao ponto A é maior do que a
distancia do ponto P ao ponto B, ouseja, que PA>PB.

4.2.2. Projecao ortogonal num plano de uma reta paralela
ao plano

Consideremos r, uma reta paralela a um plano r
o, e P, umpontodareta r, sendo P' aproje- P
¢ao ortogonal do ponto P no plano «o.

O plano n, determinado pelo ponto P' e pela
reta r, é perpendicular ao plano o. P’

99



4. Geometria e Medida

Represente-se por r' a reta correspondente a
intersecao dos planos 7 € «.

mla

Asretas r' e r sdo paralelas, uma vez que sao r
complanares no plano 7© e que nao se interse-
tam.

) : r
Os pontos dareta r' sdo os pés das perpendi-

culares tracadas dos pontos dareta r.

Areta r' designa-se por projecao ortogonal da

reta r no plano «.

4.2.3. Distancia entre areta e o plano

A distancia entre areta r e o plano a é a dis-
tancia entre as retas paralelas r e r'.

Assim, a distancia entre areta r e o plano o é

PP

Se considerarmos dois quaisquer pontos A e
B, pertencentes ao plano « e distintos da reta T
r', entdo: PA>PP' e PB>PP'.

4 )
Nota:

A distancia entre areta r e o plano o é sempre
menor do que a distancia entre um ponto da reta
r e qualquer ponto do plano « distinto da proje-
¢ao ortogonal.

) e
W AéT P
4.2.4. Distancia entre planos paralelos
Consideremos dois planos paralelos o e 7. , N ?R
R é um ponto do plano 7 e R' é a projecdo N oR’
ortogonal do ponto R no plano «. o/ T

A distanciade R a R' é igual a qualquer distancia de um ponto do plano 7 a sua pro-

jecdo ortogonal no plano «.
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Esta distdncia comum € a distancia entre os planos paralelos o e «.

- ~ - . , . N . ~ . M |
A distancia entre dois planos paralelos é igual & distancia entre um ponto de um (e

plano e a sua projecao ortogonal no outro plano. i Video
i R Volume de uma
Se Q é um ponto do plano o, distinto de R', a Q& er esfera

entdo: RQ>RR'. o/ T

A distancia entre dois planos paralelos é sempre menor do que a distancia entre

. . ~ . . ~ E ici
quaisquer dois pontos, um em cada um dos planos, que ndo sejam projecao ortogo- RZE'S';;
nal um do outro. volumes e

medidas de
sélidos

4.2.5. Altura da piramide, do cone e do prisma

A altura de uma piramide e a altura de um cone
podem ser determinadas através da distancia
de um ponto a um plano.

A altura de uma piramide corresponde a distan-
cia do plano que contém a base ao vértice oposto.

A altura de um cone corresponde a distancia v
do plano que contém a base ao vértice oposto.

A altura de um prisma pode ser determinada
através da distancia entre dois planos paralelos.

A altura de um prisma corresponde a distancia
dos planos que contém as suas bases.

4.2.6. Volumes e areas das superficies de sélidos
Volume da esfera N

Ao longo da Histdria, varios matematicos dedicaram-se ao
calculo de volumes de sdlidos. Arquimedes (287-212 a.C)),
um matematico grego, determinou o volume de uma esfera. 2R
Para isso, Arquimedes colocou uma esfera de raio R dentro
de um cilindro. O raio da base do cilindro era igual ao raio da
esfera e a altura do cilindro era igual a duas vezes o raio da \_/
esfera. Em seguida, Arquimedes encheu de agua a parte do

cilindro ndo ocupada pela esfera. Retirou a esfera e verificou que a agua ocupava %
do volume do cilindro. Deste modo, Arquimedes concluiu que 0 V., = %Vemndro.
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No século XVII, um matematico italiano, Cavalieri, estabeleceu um principio para o
célculo de volumes. O principio de Cavalieri mostra que dois sélidos que témamesma
altura, se sempre que sdo seccionados por um mesmo plano gerarem areas iguais,
entdao tém o mesmo volume.

Para deduzir a férmula do volume da esfera, Clépsidra Anticlépsidra
Cavalieri efetuou uma comparacao do volume

da esfera com o volume de uma anticlepsidra, ~ e “““ '
que é um sélido geométrico formado por um v v
cilindro equilatero, ou seja, a altura é igual ao
diametro da base, do qual subtraimos dois A A
cones em que as bases coincidem com as

bases do cilindro, conforme a imagem. e e

A anticlepsidra é a regido representada na imagem a azul. O seu volume € igual ao
volume do cilindro subtraido do volume dos dois cones. Como conhecia o volume do
cilindro e, sabendo que o volume do cone é 1/3 do volume do cilindro, Cavalieri dedu-
ziu 0 volume da anticlepsidra e, consequentemente, o volume da esfera.

3
Vesfera= Ci”ndro—2vcone=7l'XI'2X(2XI')—2X (%ﬂXI’2XI’>=2ﬂ' 3——=%775r

Exemplo:

Vamos determinar o volume de uma esfera com raio de
10cm.

Vestera = %ﬂr"‘ = %m 0°= %7:1 000 = —40g0” cm®
Exercicios

O raio de uma bola de basquetebol oficial € de cercade 15cm.

Determina o valor, aproximado as centésimas, do volume da bola de
basquetebol.

O raio da semiesfera representada na figura é de
6m.

Determina o valor, aproximado as milésimas, do
volume da semiesfera.
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Volume da piramide

Se enchermos um recipiente com a
forma de um prisma, recorrendo a
medida de um recipiente em forma de
pirdmide, com a mesma altura e com 1)
a mesma base, necessitamos de trés

altura
piramides para encher o prisma. g

Assim, o volume de uma piramide corresponde a terca parte do volume de um prisma
com amesma base e a mesma altura.

Vprisma _ Abase x altura

Vv -

piramide 3 3

Exemplo:
Vamos determinar o volume de uma piramide com altura

de 5cm, cujabase é um tridngulo retdngulo com cate- T
tosde 3cm e 4cm.
3x4 1
Abase:T:7:60m2 5cm
Apase X altura
Vioiramide = = 3 -6 ; 5 %—0 =10cm?®
3 M -

Exercicios

Determina o volume da piramide de base
quadrangular e com 4 cm de altura.

Na figura ao lado esta o cubo [ABCDEFGH] e a
piramide [ABCDH].

Sabendo que a medida da aresta do cubo é de
12 cm, determina o volume do cubo e o volume
da piramide.

Verifica a relacédo entre os volumes obtidos.

103

g Manual
Digital
Video

Volume de uma
piramide
triangular

oo




Manual
Digital

Video
Volume de um
cilindro

Exercicio
Calcular éreas e
volumes de um
cone

4. Geometria e Medida

Volume do cone

Analogamente, como verificdmos para
o volume de uma piréamide, se encher-
mos um recipiente cilindrico usando
como medida um recipiente coénico,
com a mesma altura e com a mesma
base, necessitamos de trés cones para
encher o cilindro.

=%

Assim, o volume de um cone corresponde a terca parte do volume de

com a mesma base e a mesma altura.

Viiingro _ Abase X altura

Vcone =

Exemplo:

Vamos determinar o volume de um cone com altura de

12 cm, cujo raio da base mede 5cm.

Aoee =1 =115° = 257 cm’

_Apsse Xaltura_ 257x12 _ 3007 _

Vcone - 3 3

Exercicios

3

3

=100z cm®

Determina o volume de um cone com altura de
37 centimetros, cujo diametro da base é de

40 centimetros.

Apresenta o valor aproximado do resultado com

duas casas decimais.

Na figura ao lado estd um cone truncado com
3,2 cm de altura e cujo didmetro da base mede

7.2cm.

Determina o volume do cone truncado.
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4.2.7. Area da superficie de poliedros, da superficie
lateral de cones retos e da superficie esférica

Area de um setor circular

O setor circular é uma parte do circulo limitada por dois

raios e um arco. ‘

A area do setor circular depende da medida do angulo
que o define e do comprimento do raio da circunferéncia.

Exemplo:

Determina a area do setor circular correspondente
a marca de pontapé de canto de um campo de fu-
tebol, sabendo que o angulo que o define tem uma
amplitude de 90° e que o comprimento do raio é
de 1 metro.

De forma genérica, o sector circular definido por
um angulo o, tem areaigual a

2
3600 R Acirculo =nr
[ — Asetor circular
2
A _anr
setor circular — 360

_90xrwx1*_7& _ 2
Asetorcircular_ 360 - 4 ~ 0,79 m

Area da superficie de poliedros
A area da superficie de um poliedro é a soma das areas dos poligonos que o formam.
Exemplo:

Na figura seguinte temos uma piramide quadrangular, cuja aresta da base mede 6 cm
e cuja alturamede 4 cm.

pirédmide planificacdo da pirdmide

Para determinarmos a area da superficie da piramide, necessitamos de determinar a
area do quadrado (base) e a area dos quatro triangulos (superficie lateral).

Apase=6x6=36cm’
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Para determinar a altura dos tridngulos, que sao
faces laterais da piramide, observa o esquema.

A base do tridangulo mede 6 cm.

Ent&o, a altura de cada tridngulo mede V3*+4°=v25=5cm.

=4x6x5

1= 4 X Agiangulo 5 - 60 cm’

Asuperﬁcie latera

2

Asuperﬁcie da piramide = Abase + Asuperﬁcie lateral = 36 + 60 = 96 cm

Area da superficie lateral de cones retos

A area da superficie de um cone corres-
ponde a soma da area da base com a area
da superficie lateral do cone.

2nr

Para determinarmos a area da superficie lateral
do cone, necessitamos da medida da geratriz.

Cone reto

Planificacdo do cone

A geratriz (g) € um segmento de reta que se inicia num ponto do arco da base e ter-
mina no vértice do cone. Para um cone reto, temos a seguinte relagao entre o raio (r),
aaltura (h) e a geratriz (g) do cone: g*=r*+h>.

Como a planificagcdo do cone consiste em abrir a lateral do cone, de forma que fique
sobre um plano, obtemos uma figura com umraio g e uma parte curva com compri-
mento 2zr (igual ao perimetro do circulo, que é a base do cone). Assim:

Pbase 2nr
Asuperﬁcie lateral do cone — 2 X g = 2 X g = 7rrg

Exemplo:

Na figura ao lado temos um cone reto, cujo raio da base
mede 5 m e cuja altura mede 8 m.

Apose =T X 5°=25rm’

Geratriz:

g’=r’+h’ < g’=5°+8" < g=v25+64 < g=v89
Asuperﬁcie lateral do cone — ﬂrg =X 5 XV 89 m2

Asuperfl’cie total do cone — Abase + Asuperfl’cie lateral =

=257+ x5xV89 ~ 226,73 m?
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Area da superficie esférica

A superficie esférica é o conjunto de todos os pontos do espaco que estdo a distan-
cia r de um ponto C (o centro da esfera). A area da superficie esférica é igual a 4zr’.

2
Asuperﬁcie esférica — 4”’.

Exemplo:

Vamos determinar, com aproximacao as décimas, a area da superficie de uma esfera
deraioiguala 12cm.

Asuperﬁcie esférica — 47”2 =471 22 =576r ~ 1809,6 sz

Exercicios

Cinco amigas dividiram um circulo em cinco
partes iguais. Sabendo que o diametro do circulo
éde 10 cm, determina a area do setor circular
correspondente a cada parte resultante da
divisao.

Apresenta o resultado arredondado, com trés
casas decimais.

Na figura esta representado um sélido decomponivel
em dois cones com a mesma base, de didmetro
24 cm, e com a mesma altura, iguala 20 cm.

Determina o valor exato da area da superficie do
sélido.

Uma esfera tem de diametro 14 cm. Determina a area da superficie esférica.
Apresenta o resultado arredondado as centésimas.

Resolucao de problemas

Problemas envolvendo o calculo de areas das superficies e volumes de sélidos

Utiliza os conhecimentos sobre areas das superficies e volumes de sdlidos para
resolver os seguintes problemas.
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@ O sdlido geométrico apresentado na figura ao lado
é composto por uma semiesfera com didmetro de
8 cm e por um cone reto, de base coincidente com
a superficie plana da semiesfera e com altura de
12cm.

27.1. Determina o volume exato do sdlido.

27.2. Determina a area da superficie do sélido.
Apresenta o resultado com uma casa decimal.

@ 0O sélido geométrico apresentado na figura ao lado
€ composto por um prisma quadrangular
[ABCDEFGH)] e por uma piramide quadrangular
[EFGHI], cuja base esta assente numa das bases do
prisma.

O ponto J é o ponto médio do segmento de reta [FG].
O segmento de reta [/J] tem de comprimento 1m.

O comprimento do segmento de reta [KI/]
corresponde a medida da altura da pirémide.

28.1. Determina a altura da pirdmide. 28.2. Determina o volume do sdlido.
28.3. Calcula a area da superficie lateral do prisma.

28.4. Calcula a area da superficie lateral da piramide.

@ Determina o volume, arredondado as unidades,
do tronco de piramide regular apresentado na
figura.

@ Na figura, esta representada uma esfera dentro de
um cubo.

Sabe-se que a esfera é tangente a todas as faces
do cubo nos seus centros.

Sabendo que a aresta do cubo tem de
comprimento 20 cm, determina o volume do cubo
ndo ocupado pela esfera. Apresenta o resultado
arredondado as décimas, em cm®.
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Para aplicar

A figura apresenta um sélido composto por um
cone reto assente num prisma quadrangular com

alturade 2cm.

1.1. Determina o volume do prisma.
1.2. Determina o volume do cone.

1.3. Calcula a area lateral do cone.

A figura apresenta um prisma triangular.

2.1. Determina o valor exato do volume do prisma.

2.2. Calcula a area da superficie lateral do prisma.

Apresenta o resultado aproximado as
unidades.

Uma esfera com didmetro de 16 m esté inscrita
num cilindro com 16 m de altura.

3.1. Determina a area da superficie esférica.

Apresenta o resultado arredondado as
unidades, em cm®.

3.2. Qual é o volume exato ndo ocupado do
cilindro?

A figura ao lado corresponde a planificagao de

uma piramide triangular regular, cujas arestas
medem 5cm.

4.1. Calcula a area da superficie da piramide.

4.2. Determina o valor exato do volume da
piramide.

Na figura ao lado, esta representado um cubo
com arestade 10 cm e uma piramide
quadrangular regular com alturade 10cm.

A base da piramide coincide com uma das faces
do cubo.

Mostra que o volume do cubo é trés vezes maior
do que o volume da pirdmide.

25cm

24 cm

7cm

30cm

10cm
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4. Geometria e Medida

4.3. Trigonometria no triangulo retangulo

Antes de comecar

Conta a lenda que o matemaético e filésofo grego Tales de Mileto se propés a cal-
cular a altura da piramide de Quéops, medindo o comprimento da sombra da pi-
ramide no solo e o comprimento da sombra de um bastao de determinada altura.
Ele usou um resultado que ja havia sido provado nos Elementos de Euclides,
usando a proporcionalidade de areas de tridngulos. No entanto, esse resultado
ficou conhecido como Teorema de Tales.

Teorema de Tales

Num plano, a intersecao de retas paralelas, por retas transversais, formam seg-
mentos proporcionais.

Um outro matematico e fildsofo grego famoso é Pitagoras. Pitagoras, juntamente
com os elementos da escola que fundou, deu importantes contributos para o de-
senvolvimento do conhecimento matematico. Assim, e apesar de se terem des-
coberto inscrigdes babildnicas com o enunciado do “seu” teorema, atribui-se a
ele um dos mais conhecidos teoremas em geometria, o Teorema de Pitagoras.

Teorema de Pitagoras

Num tridngulo retdngulo, o quadrado da medida do seu lado maior (hipotenusa) é
igual a soma dos quadrados das medidas dos seus lados menores (catetos).

hipotenusa (h)
cateto (a) h2 - a2 + b2

cateto (b)

Recorda que, num tridngulo retdngulo, a hipotenusa corresponde ao lado oposto
do angulo reto e os catetos aos lados que formam esse angulo reto.
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4.3. Trigonometria no triangulo retangulo

Dois triangulos sao semelhantes quando possuem os trés angulos ordenada-
mente congruentes (mesma amplitude) e os lados correspondentes proporcio-
nais.

o Na figura ao lado, asretas BC, DE e FG F
sao perpendiculares areta AG.

1.1. Mostra que ABC = ADE.

1.2. Justifica que os triangulos [ABC],
[ADE] e [AFG] sao semelhantes.

1.3. Justifica que A_—B=£
AC AE

1.4. Justifica que B:C=F:G
AB AF

1.5. Sabendo que AB=10, AC=8, BC=6, DE=9 e FG=12.

1.5.1. Determina:

a) AD;

b) AF;

c) AE;

d) AG.
1.5.2. Mostra que i:i
FG DE
1.5.3. Mostra que B=C=£
AC AE
1.5.4. Mostra que i:i
AB AD

Critério angulo-angulo (AA) de semelhanca de tridngulos:

Para que dois triangulos sejam semelhantes, € suficiente que dois angulos de um

sejam iguais a dois angulos do outro. j
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4, Geometria e Medida

4.3.1. Seno, cosseno e tangente de um angulo agudo

Seno de um dngulo agudo

Na figura, estdo representados dois tridngulos re-
tangulos.

O angulo interno o € comum aos triangulos [ABC]
e [ADE].

Nos tridngulos retangulos, os lados [AC] e [AE] di-
zem-se catetos adjacentes ao angulo o e oslados
[CB] e [ED] dizem-se catetos opostos ao angulo .

Pode concluir-se que o tridngulo [ABC] e o tridngulo [ADE] sdo semelhantes, pelo
critério AA.

Como os tridngulos séo semelhantes, entdo os comprimentos dos lados correspon-
dentes dos tridngulos sado diretamente proporcionais.

E = E

AB AD
Fixada uma unidade de comprimento, conclui-se, a partir da igualdade anterior, que o

quociente ) ]
medida do comprimento do cateto opostoa o

medida do comprimento da hipotenusa

é igual nos triangulos retangulos [ABC] e [ADE].

O quociente entre a medida do comprimento do cateto oposto ao angulo agudo o
e a medida do comprimento da hipotenusa é constante em todos os tridngulos
retangulos.

A este quociente constante chamamos seno de a e representadmo-lo por sin(a),
sina ou sena.

medida do comprimento do cateto opostoa «
sena =

medida do comprimento da hipotenusa

Exemplo:

Na figura estdo representados dois tridngulos retangulos.
O triangulo [ABC] e o triangulo [ADE] sdo semelhantes
pelo critério AA.

BC_6 _3_

———10—5—0,6

DE_9 _3_ A
AD_'|5_5_0'6

medida do comprimento do cateto opostoa o

sena= medida do comprimento da hipotenusa
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4.3. Trigonometria no triangulo retangulo

Exercicio

Considera o triangulo retangulo representado
na figura ao lado.

Os comprimentos dos catetossdo 4 e 3, eo
comprimento da hipotenusa é 5.

31.1. Determina senf;

31.2. Determina senc .

Cosseno de um angulo agudo

Retomando a mesma figura, na qual ja tinhamos con-
cluido a semelhancga entre os dois triangulos retangulos
[ABC] e [ADE], pode agora concluir-se também que:
AC_2E
AB AD

Fixada uma unidade de comprimento, conclui-se, a partir da igualdade anterior, que o

uociente. . . .
9 medida do comprimento do cateto adjacente a o

medida do comprimento da hipotenusa

é igual nos triangulos retangulos [ABC] e [ADE].

O quociente entre a medida do comprimento do cateto adjacente ao angulo
agudo o e a medida do comprimento da hipotenusa é constante em todos os
triangulos retangulos.

A este quociente constante chamamos cosseno de « e representamo-lo por cos(a)
ou cosa.

cos medida do comprimento do cateto adjacente a «
a=

medida do comprimento da hipotenusa

Exemplo:

Na figura estao representados dois triangulos retangulos.
O triangulo [ABC] e o triangulo [ADE] sao semelhantes
pelo critério AA.

AC_ 8 4 )

A_B——10——5—O,8 ;

AE 12 4

AD 15 5 08 A

medida do comprimento do cateto adjacentea o
medida do comprimento da hipotenusa B

CVM9-8 1 1 3

Cos a =

Manual
Digital
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4, Geometria e Medida

Exercicio

Considera o triangulo retangulo representado
na figura ao lado.

Os comprimentos dos catetos sdao 4e 3, eo
comprimento da hipotenusa é 5.

32.1. Determina cosf;

32.2. Determina cos «.

Tangente de um angulo agudo

Voltando aos tridangulos semelhantes [ABC] e [ADE],
vejamos agora que:

BC_DE

AC AE
Fixada uma unidade de comprimento, conclui-se, a
partir da igualdade anterior, que o quociente

medida do comprimento do cateto oposto a o c E
medida do comprimento do cateto adjacente a o

¢ igual nos triangulos retangulos [ABC] e [ADE].

O quociente entre a medida do comprimento do cateto oposto ao angulo agudo
o e a medida do comprimento do cateto adjacente ao angulo agudo « é cons-
tante em todos os tridngulos retangulos.

A este quociente constante chamamos tangente de a e representamo-lo por tan(«),
tana ou tga.

medida do comprimento do cateto opostoa «
tana

~ medida do comprimento do cateto adjacente a «

Exemplo:

Na figura, estdo representados dois tridngulos retangulos.
O triangulo [ABC] e o triangulo [ADE] sdo semelhantes
pelo critério AA.

BC 6 _ 3 _

—_——8——4—0,75

DE_ 9 3_ A
—_——12——4—0,75

medida do comprimento do cateto oposto a o
tana= . - -
medida do comprimento do cateto adjacente a o

=0,75
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4.3. Trigonometria no triangulo retangulo

Exercicio

Manual
Digital

Considera o tridngulo retangulo representado Exercicio
. alcular razbes
na figura ao lado. trigonométricas

Os comprimentos dos catetossdo 4 e 3, eo
comprimento da hipotenusa é 5.

33.1. Determina tan;

33.2. Determina tanc.

Designamos por razoes trigonométricas de o osenode o, ocossenode o ea
tangente de «o.

Asrazdes trigonomeétricas de um angulo agudo o sao:
seno; coso e tan o

Exercicio

Considera os triangulos retangulos semelhantes [ABC] e [DEF].

B

2,5

C

34.1. Qual é arelacao entre a amplitude do angulo o e a amplitude do angulo «'?
34.2. Qual é arelagao entre a amplitude do dngulo B e a amplitude do angulo 3'?

34.3. Determina as razdes trigonométricas de o e as razdes trigonométricas
de o'.

O que verificas?

34.4. Determina as razoes trigonométricas de 8 e as razbes trigonomeétricas
de '.
O que verificas?
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4, Geometria e Medida

Angulos com a mesma amplitude tém o mesmo seno, cosseno e tangente. Assim,

as razoes trigonométricas de angulos com a mesma amplitude sdo iguais.

O valor de cada uma das razdes trigonométricas de um angulo agudo « é inde-

pendente da unidade de comprimento fixada.

Exercicio

Considera os tridngulos ao lado.

Os triangulos sao geometricamente iguais,
com unidades de comprimento diferentes.

Determina as raz6es trigonométricas de o
para os dois triangulos. O que verificas?

Propriedade:

O seno e o cosseno de um angulo agudo sdo nimeros positivos menores do que 1.

Demonstracao:

O seno e o cosseno de um angulo agudo sdo nume-
ros positivos menores do que 1.

Considere-se o triangulo retangulo [ABC], sendo «
a amplitude de um angulo agudo do tridngulo.

« sena >0, porque senoc=% com BC>0 e AB>0.

- sena< 1, porque sena=2% com BC<AB.
Entdo, O0<sena<1.

AC

« cosa >0, porque cos =2 com AC>0 e AB>0.

- cosa <1, porque cosa=2E com AC<AB.
Entdo, O<cosa<1.

4.3.2. Férmula fundamental da trigonometria

o]

A soma dos quadrados do seno e do cosseno de um angulo agudo o é€iguala 1.

Esta resultante designa-se por formula fundamental da trigonometria.

sen‘a+cos’a=1 ou (sena) +(cosa)’ =1
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4.3. Trigonometria no triangulo retangulo

Demonstracao:

Considere-se o triangulo retangulo [ABC], sendo « B
a amplitude do éngulo CAB. Os comprimentos dos
lados do triangulo sao representados por a, b e c.

2 2
sena=2, entdo senQa:<§> =4,
C C c

b\> b?
) =2

cosa= % , entdo cos’ o = (E

* Pelo Teorema de Pitdgoras: c’=a’+b”.

2 2 2 2 x 2
sen’a+cos’aq=2 + 2 8 +b =C _q
¢ ¢ c c
Entdo: sen’a+cos’a=1. n
Exercicio

Indica quais das seguintes afirmag¢ées sdo verdadeiras ou falsas. Corrige as
afirmacées falsas.

36.1. sen’62°+cos’62°="1 36.2. sen’40° — 1 =cos?40°
36.3. sen40°> 1 36.4. sen’7°=(sen 7°)°
36.5. 0<cos81°< 1 36.6. sen’7°=sen (7°)°

A férmula fundamental da trigonometria permite determinar o valor do seno de
um angulo, conhecendo o seu cosseno, e reciprocamente, sem ser necessario re-
correr a calculadora.

Exemplo:

Vamos determinar o valor exato do cos o, sabendo que sen a:% eque o éum
angulo agudo.

sen‘+cos’a=1 < <§>2+cosza=‘l & 2 cos?a=1 & costa=1-22
6 36 36
2 36-25 2 11 _ 11 _.J1
& cos o="="" & cos T & cosa= 36 VvV cosa= 36
R Cosoc=——'(;|1\/cosa=%
C ~ V11
Como 0<cosao<1, umavezque o éum angulo agudo, entdo cos a—T.
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4, Geometria e Medida

Exercicios

Sendo o um angulo agudo, determina o valor exato do cos & sabendo que

-1
sena=- .

. 2
Determina o valor exato de sen a sabendo que cos a=§, sendo o um
angulo agudo.

A tangente de um angulo agudo « é igual a razdo entre os respetivos seno e
cosseno.

tana = m
cos
Demonstracao:
Considere-se o tridngulo retangulo [ABC], sendo « B

a amplitude do angulo CAB. Os comprimentos dos

lados do tridngulo sao representados por a, b e c.

Por definicdo de tangente, tem-se que tan « =%
a
sena_c _a
cosa b b
c

sena

entdo: tana = .
cos «

Exercicios

Considere-se o tridngulo retangulo da figura
ao lado, sendo a a amplitude de um éngulo

5cm
agudo do tridngulo. O comprimento da 3cm

hipotenusa é de 5 cm e o comprimento do
cateto oposto ao angulo o éde 3cm. o

Determina as razdes trigonométricas de o .

Considere-se o triangulo retangulo da figura

ao lado, sendo B a amplitude de um angulo B 10cm
agudo do tridngulo. O comprimento da

hipotenusa é de 10 cm e o comprimento do

cateto oposto ao dngulo f é de 8cm. 8cm
Determina as razdes trigonométricas de f.
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4.3. Trigonometria no triangulo retangulo

4.3.3. Relacao entre o seno e o cosseno de angulos
complementares

Considere-se o triangulo retangulo [ABC]. Os com-
primentos dos lados do tridangulo séo representados
por a, b ec.

Os angulos agudos o e  sao angulos complemen-
tares, porque a+=90°.

senq = senfi=

cosa=

ol olo
ol oo

cosf=

Verificamos que senao=cosf3 eque cosa=senf3.

O seno de um angulo agudo de amplitude o é igual ao cosseno do seu angulo com-
plementar, isto €,

seno=cos(90° — o).

O cosseno de um angulo agudo de amplitude o € igual ao seno do seu angulo com-
plementar, isto é,

@ Sendo a e B angulos complementares e sabendo que sena=0,891 e
cos a=0,454, indica quais das seguintes afirmacdes sdo verdadeiras ou
falsas. Corrige as afirmacgdes falsas.

coso=sen(90° — o).

41.1. cosf=0,891

41.2. sen3=0,891

41.3. cos(90° — ) =0,891
41.4. sen(90° — ) =0,454
41.5. cos’B+sen‘a=1
41.6. cos’f+cos’a=1

41.7. cos’f=1-sen’«
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4, Geometria e Medida

4.3.4. Deducao dos valores das razoes trigonométricas
dos angulos de amplitudes 45°, 30° e 60°

e Yot Razdes trigonométricas dos angulos >
video de amplitudes 30° e 60° )
Razdes

trigonométricas

; Consideremos o tridngulo retéangulo representado
e 30°, 45° e 60° .
na figura ao lado.

3
As razoes trigonométricas As razoes trigonométricas de um angulo
de um angulo de 30° sao: de 60° sao:
% T 1.1 s 1V3 1 3
© = =— —=— o 2 1 3
1V3 1
o_ 2 _7\/5 1_\/§ 00860‘):2:1_1:1
cos 30 9 a7 2 1271 2
1 1v3
tan30°= 2 = ]? :L ﬁzﬁ t 600_ 2 _7\/§ 2_\/§
1vV3 27.v3 V3'v3 3 et =TT 7T
2 2
Raz6es trigonométricas do dngulo de amplitude 45°
Consideremos o tridngulo retangulo representado na figura abaixo.
As razoes trigonométricas
de um angulo de 45° sdo:
Sen45°:#:£:i_@:ﬁ 4’
V2 1vV2 V2 V2 2 1 V2
1 I 1 V2 V2
cos45°=——="1" -~ V£_V<
V2 V2 V2 V2 2
/T 45°
tan45° =7=1 1
Valores exatos das razoes trigonométricas dos angulos de amplitudes 45°, 30°
e 60°
30° 45° 60°
1 V2 V3
sen 2 2 2
V3 V2 1
cos 2 2 2
tan @ 1 V3
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Exercicios

4.3. Trigonometria no tridangulo retangulo

Considera o tridngulo retangulo representado na

figura ao lado.
Determina o comprimento x.

A distancia de um ponto A auma casa
é de 20 m, conforme se representa na
figura.

43.1. Indica a amplitude de 6.

43.2. Determina a altura da casa.

Considera o trapézio retangulo [ABCD]
representado na figura.

Sabendo que: DC=12m e AD=6m,
determina:

44.. AB; 44.2. CB;
44.3. a area do trapézio.

20m

45°

4.3.5. Utilizacao de tabela para a determinacao das

razoes trigonomeétricas de um angulo

Podemos obter valores exatos e aproximados das razdes trigonométricas de um

angulo agudo, medindo os comprimentos dos lados de um tridngulo retangulo.

Para obtermos valores aproximados de razdes trigonométricas, temos outros pro-
cessos praticos. Podemos obter valores aproximados das razdes trigonométricas
através da utilizacdo de maquina de calcular ou de uma tabela trigonométrica (exis-

tente nas ultimas paginas do manual).

A utilizacdo da tabela trigonométrica para
amplitudes de valores naturais é facil e
pratica.

Observando a tabela ao lado, que repre-
senta parte de uma tabela trigonomé-
trica, podemos dizer que:

sin 58°=0,8480

Graus | Seno | Cosseno | Tangente
55 0.8192 | 05736 1,4281
56 0.8290 | 0,5592 1,4826
57 0.8387 | 0,5446 1,5399
58 —l»@ 0,5299 1,6003
59 0.8572 | 0,5150 1,6643
60 0.8660 | 0,5000 1,7321
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4, Geometria e Medida

Exercicio

Utilizando a tabela trigonométrica que encontras no final do livro, indica:
45.1. cos 58° 45.2. cos 61° 45.3. sen 58° 45.4. tan 4°
45.5. cos 10° 45.6. sen 3° 45.7. tan 14° 45.8. sen 14°
45.9. cos 14° 45.10. cos 45° 45.11. sen 60° 45.12. tan 30°

cos

A utilizacao da tabela trigopnométrica também é possivel para identi- /'\
ficar amplitudes de angulos, conhecendo o valor de uma razao tri- 21° 0,934°

gonométrica. R/

cos™’

Se cos o =0,934, qual serdovalorde a?

Na tabela trigonométrica, na coluna do
cosseno, procuramos o valor 0,934 ou
um valor mais préximo.

Encontramos 0,9336, logo

122

Graus | Seno | Cosseno | Tangente
20 0,3420 | 0,9397 0,3640
21 0.3584 T,Q‘é% 0,3839
22 0,3746 | 09272 0,4040
23 0,3907 | 0,9205 0,4245
24 0,4067 | 09135 0,4452
25 0,4226 | 0,9063 0,4663

cosx=0934 < a~21°

Exercicios

Utilizando a tabela trigonométrica, determina o valor de «, sabendo que:
46.1. cos o=0,940 46.2. seno=0,766 46.3. sen o =0,995
46.4. tan =0,268 46.5. tana=1 46.6. cosx=0,191
46.7. tan o= 3,487 46.8. sena=0,719

Determina o comprimento da hipotenusa

do tridngulo ao lado, sabendo que o =28°

e que o comprimento do cateto oposto a

o éde 3cm. I—

Determina as amplitudes dos dngulos a e
B. considerando os comprimentos dos
catetos apresentados no triangulo.

Apresenta os resultados aproximados as o B
unidades.




4.3. Trigonometria no triangulo retangulo

4.3.6. Utilizacao da maquina de calcular para a
determinacao das razoes trigonomeétricas
de um angulo

A semelhanca da tabela trigonométrica, a maquina de calcular é um instrumento il
para determinarmos valores aproximados de razdes trigonométricas ou para, conhe-
cendo o valor de uma razao trigonomeétrica, determinar o valor aproximado da ampli-
tude de um angulo agudo. As teclas da maquina de calcular [sin| [cos] e [tan] permitem
determinar, respetivamente, o seno, o cosseno e a tangente de um angulo.

@ Utilizando a maquina de calcular, com aproximacao as centésimas, determina:

49.1. cos 28° 49.2. sen61° 49.3. sen 18°

49.4. tan 40° 49.5. cos 1° 49.6. sen 3°

49.7. tan11° 49.8. cos 14° 49.9. tan 14°

49.10. cos 45° 49.11. sen 60° 49.12. tan 30°
Também a semelhanca da tabela trigonométrica, a maquina de cal- cos
cular permite determinar a amplitudes de angulos, conhecendo o /\

. - - - 7 21° 0,934

valor de uma razao trigonométrica. As teclas |s1n | |cos | e |tan | K./

permitem determinar, respetivamente, o inverso do seno, o inverso coo-!
do cosseno e o inverso da tangente de um angulo.

@ Utilizando a maquina de calcular, determina o valor de 8 aproximado as
décimas, sabendo que:

50.1. cos6=0,9 50.2. sen60=0,31

50.3. sen6=0,995 50.4. tan6=0,268
50.5. tan6=1,8 50.6. cos6=0,756
50.7. sen6=0,07 50.8. cos6=0,989
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4. Geometria e Medida

Problemas envolvendo distancias e razoes trigonométricas

As razdes trigonométricas possuem diversas aplicacdes. Assim, conhecendo os
valores do seno, cosseno e tangente de um angulo agudo, podemos fazer diversos
célculos geométricos. E comum utilizarem-se as razdes trigonométricas na resolu-
cao de problemas que envolvem distancias, em particular para determinar distancias
a pontos inacessiveis.

' Problemaresolvido 1

A Patricia estda 10 metros de distdncia de uma
arvore. A amplitude do éngulo entre a linha do chéo e
direcdo do topo da arvore € de 50°, como indica a
figura.

Determina a altura da arvore e apresenta o resultado
em metros, arredondado com apenas uma casa %
decimal .

Resolucao:
A situacdo pode ser representada esquematicamente através de um tridngulo retangulo.

Conhecemos um dos dngulos agudos o seu cateto adjacente e necessitamos de determinar o
cateto oposto (c.0.).

Assim,

tg50°=cl'—8' PN 1,1918:‘-"1-—8 &> 1,1918x10=co. < c0.=11918m

A arvore mede aproximadamente 11,9 m.

—

Exercicio

O Francisco quer aplicar os %
conhecimentos de trigonometria que
aprendeu em matematica. Ele quer o

medir a altura do mastro da bandeira \20

de Cabo Verde da sua escola. Para }
isso, ele construiu um teodolito 1.30m
caseiro (medidor de angulos) e |
z A 25m
procedeu como esta ilustrado na
figura.

Com os dados recolhidos pelo Francisco, determina, com uma aproximacgao
as décimas, a altura do mastro da bandeira.
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Para aplicar

A figura apresenta um triangulo retangulo.

1.1. Determina .
Apresenta o resultado em graus, arredondado as
décimas.

1.2. Sem utilizar o Teorema de Pitagoras, determina o
comprimento da hipotenusa.

Apresenta o resultado em metros, arredondado
as décimas.

6m

Sabe-se que 6 é um angulo agudo e que cos0=0,6. Determina senf e
tan@.

1
cos’ B

Partindo da férmula fundamental da trigonometria, mostra que: 1+tan’ =

O Antoénio langou o seu papagaio na praia de
Santa Maria. Quando utilizou os 40 metros
de linha, obteve uma inclinacdao de 50° da
linha em relacéo ao solo. A que altura se
encontrava o papagaio nesse momento?

Apresenta o resultado em metros,
arredondado as centésimas. @ —————---——- i

Na figura, estao representados os tridngulos A
retangulos [DBA] e [CBA].

Sabendo que DC=20, determina os valores
exatos de CB e AB.

30° 60°
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4, Geometria e Medida

4.4. Circunferéncia

Antes de comecar

0 Com a ajuda de um compasso, traga uma circunferéncia de centro O.

1.1. Traca um segmento de reta que una o centro a um ponto da circunferéncia.
Como se designa esse segmento de reta?

1.2. Traga um segmento de reta que una dois pontos da circunferéncia e que
passe pelo centro. Como se designa esse segmento de reta?

Uma circunferéncia é o conjunto de
todos os pontos do plano equidistantes
de um ponto designado centro da
circunferéncia.

A distancia entre o centro da circunferéncia
e um ponto qualquer da circunferéncia
designa-se de raio da circunferéncia.

Uma corda é um segmento de reta que
une dois pontos da circunferéncia.

Um arco de circunferéncia é uma parte da
circunferéncia dividida por dois pontos.

O diametro de uma circunferéncia corresponde ao comprimento de uma corda
que passe no centro da circunferéncia. O comprimento do didmetro é duas vezes
o comprimento do raio da circunferéncia.

e Observa a figura. C

Os vértices do tridngulo [ABC] séo
pontos comuns a circunferéncia C,.

C
Os lados do triangulo [ABC] sdo 2

tangentes a circunferéncia C, .

2.1. Qual é a posicao relativa do tridngulo
[ABC] a circunferéncia C, ?

2.2. Qual é a posicao relativa do tridangulo
[ABC] a circunferéncia C,?

Um circulo é o conjunto de pontos
formado por uma circunferéncia e pelos
seus pontos internos.
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4.4. Circunferéncia

4.41. Angulos numa circunferéncia

~ e Manual

Angulos ao centro P oigial
. . . ~ P . ~ . Vid

Como indicado na figura, o angulo BOA tem o vértice no centro da circunferéncia. R(Ial:;io entre

cordas e arcos

el

Arco correspondente ao
angulo convexo

B

A e B sao pontos da circunferéncia.
O angulo BOA é um angulo ao centro da circunferéncia de centro O.
Ao angulo ao centro BOA corresponde o arco de circunferéncia BA.

A e B sdo os extremos do arco BA.

Quando A e B sao extremos de um arco de

circunferéncia de centro O, nao diametral- A

mente opostos, o arco é determinado na c
circunferéncia pelo angulo ao centro con-  Arco

vexo BOA . O arco de circunferéncia de-  maior Arco
sigha-se por arco menor BA ou simples- menor

mente arco BA.

No caso do arco ser determinado na circun-
feréncia pelo angulo ao centro cbéncavo
AOB, o arco de circunferéncia designa-se
por arco maior AB.

Quando C é também um ponto da circunferéncia, designa-se por arco BCA o arco
de extremos B e A que contém o ponto C.

A corda [AB] corresponde ao segmento  Arco subtenso
pela corda [AB]

dereta [AB], emque A e B sdo pontos Arco correspondente
de uma circunferéncia. B . acorda [AB]
A corda [AB] estdo associados dois j\

arcos de extremos A e B designados
por arcos subtensos pela corda [AB].
O arco correspondente a corda [AB] é
o arco menor [AB]. A
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4, Geometria e Medida

Propriedades:

A - A amplitude de um &ngulo ao centro é igual a
o amplitude do arco compreendido entre os
e Digital seus lados.
Video
Arcos e cordas Exemp|o:

determinados

gg{a‘fg’;z'e‘as Na figura ao lado, a amplitude do &ngulo ao centro
AOB, 40°, éigual a amplitude do arco AB, 40°. B
g P

B — Numa circunferéncia, os arcos determinados
A 40°
por dois dngulos ao centro com a mesma am- \ c
plitude sdo geometricamente iguais.

C - Numa circunferéncia, as cordas determina-
das por dois angulos ao centro com a mesma
amplitude sdo geometricamente iguais.

D - Arcos compreendidos entre retas paralelas
secantes a circunferéncia tém a mesma am-
plitude.

E - Cordas compreendidas entre retas paralelas

~

secantes a circunferéncia sdo geometrica-
mente iguais.

Exemplo:

Na figura ao lado:

* Oarco AC eoarco DB saoiguais.

* A corda [AC] e acorda [BD] sao iguais.

* Osarcos AC e DB tém a mesma amplitude.
* As cordas [AC] e [BD] sdo geometricamente iguais.

F — Qualquer reta que passe pelo centro de uma
circunferéncia é perpendicular a uma corda
que bisseta, assim como aos arcos subtensos D
e aos angulos ao centro correspondentes.
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4.4, Circunferéncia

Exercicios

Considera a circunferéncia de centro O
representada na figura.

D 74°
Os pontos A, B, C e D sao pontos da § C
circunferéncia.
AB=CD=74°, ‘
52.1. Indica a amplitude do angulo BAO. ’ 4
52.2. Os triangulos [BOA] e [DOC] séo /

A 74°

geometricamente iguais? Justifica.

Considera a circunferéncia de centro O representada na figura.

A
2x+5°
B
Os pontos A e B sao pontos da circunferéncia.
Sabendo que BA =2x+5°, determina x.
Angulos inscritos
O angulo BCA tem vértice C na circunferén- A

cia e os lados sédo as semiretas que contém
as cordas [CA] e [CB]. O angulo BCA éum

~ . . . N Arco capaz
angulo inscrito na circunferéncia de centro O. ¢ P

O arco compreendido entre os lados do an- ‘ ‘J
gulo designa-se como arco capaz do angulo
inscrito.

O éngulo BOA é o angulo ao centro corres-
pondente ao angulo inscrito BCA.
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Angulo inscrito
num arco de
circunferéncia

Amplitude de um
angulo inscrito
num arco de
circunferéncia

4, Geometria e Medida

A amplitude de um angulo inscrito é metade da
amplitude do arco capaz correspondente. Ou seja,
a amplitude de um angulo inscrito é metade da
amplitude do seu angulo ao centro correspon-
dente.

Do resultado anterior, conclui-se o seguinte:

Angulos inscritos com o mesmo arco capaz tém a
mesma amplitude.

Demonstracao:

Os angulos APB, AQB e ARB s&o angulos inscritos
com o mesmo arco capaz, AB, logo tém a mesma
amplitude. |

Um &angulo inscrito numa semicircunferéncia é
um angulo reto.

Demonstracao:

Seja [ACB] um triangulo inscrito numa semicircunferén-
cia como na figura ao lado.

O angulo ACB é um angulo inscrito na circunferéncia
de centro O. O angulo AOB, de amplitude 180°, éo
angulo ao centro correspondente ao angulo inscrito

ACB. Entao: AéB
Ao ~180° _ 5po
ACB——2 = =90 [ ]
Exercicio

Na figura, A, B, C e D sao pontos da
circunferéncia A de centroem O.

54.1. Determina a medida x, em graus, indicada
na figura.

54.2. Indica a amplitude do éngulo BOD.
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4.4, Circunferéncia

Angulos excéntricos p
Segmento de
A regido de um circulo compreendida entre circulo menor
R
uma corda e um arco por ela subtenso de-
signa-se de segmento de circulo.
Q

Ao segmento do circulo correspondente ao arco
menor, designa-se segmento de circulo menor.

P
Ao segmento do circulo correspondente ao arco ~ Segmento de R
. . i ] circulo maior
maior, designa-se segmento de circulo maior.
Q

Angulo de segmento

Um angulo de vértice num dos extremos de uma corda, em que um dos lados
contém a corda e o outro lado é tangente a circunferéncia, designa-se por angulo
de segmento.

Exemplo:
Na figura ao lado esta uma circunferéncia de centro O e
de didametro [BD].

[AB] é uma corda da circunferéncia e a semirreta BC é
tangente a circunferéncia.

O angulo ABC é um angulo de segmento.

A amplitude de um angulo de segmento é igual a
metade da amplitude do arco compreendido entre
os seus lados.

Demonstracao:

Considerando a figura do exemplo anterior, como [BD] é um didmetro e a semirreta
BC é tangente a circunferéncia no ponto B, entdo o angulo DBC é reto (90°).

A amplitude do arco AB é:

AB =180° — DA =180° — 2 x DBA=2x (90° — DBA) =2 x ABC
Assim, a amplitude do dngulo ABC é igual a metade do arco compreendido entre os
seus lados (arco AB). [
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4. Geometria e Medida

Angulo ex-inscrito

0

O

Um angulo ex-inscrito num arco de circunfe-
réncia é um angulo adjacente a um angulo ins-
crito e a ele suplementar.

Exemplo:

. ) . A A
Na figura, esta uma circunferéncia de centro O.

[AB] é uma corda da circunferéncia e [DB] é uma corda da circunferéncia contida na
semirreta DC.

0O angulo ABC é um angulo ex-inscrito, suplementar ao angulo DBA, porque a soma
das suas amplitudes é 180°.

A amplitude de um angulo ex-inscrito é igual a semissoma das amplitudes dos
arcos correspondentes as cordas que as retas suporte dos lados contém.

AB BD
ABC=57+52

Exercicio

Efetua a demonstracao da propriedade anterior.

Angulo convexo de vértice no interior de um circulo

Demonstracao:

Considere-se o0 angulo convexo AVB com vértice no
interior do circulo de centro O e os arcos AB e CD.

O angulo AVB é um angulo externo do tridngulo [BCV].
Logo, a sua amplitude é igual a soma dos angulos
internos ndo adjacentes deste triangulo.

CéD:CTD, assim como A(AJB:%

Assim, AVB = ACB+CBD_% CQD AB;CD

Logo, a amplitude do angulo AVB ¢é igual a semissoma das amplitudes dos arcos
compreendidos entre os lados do angulo e os lados do angulo verticalmente oposto
(arcos AB e CD). [ |
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4.4, Circunferéncia

A amplitude de um angulo convexo de vértice no interior de um circulo é igual
a semissoma das amplitudes dos arcos compreendidos entre os lados do angulo

e os lados do dngulo verticalmente oposto.

yp-AB , CD
AVB=2+=

Angulo de vértice no exterior de um circulo

Demonstracao:

Considera a figura ao lado. O angulo AVB é um angulo
de vértice exterior ao circulo de centro O.

AB=102° éa amplitude do arco maior compreendido
entre os lados do angulo AVB.

CD=54° éa amplitude do arco menor compreendido
entre os lados do angulo AVB.
AB _CD _AB-CD _102°—54°

Logo, AVB:T 5 5 5 =24°.

A amplitude de um angulo de vértice exterior a um circulo e cujos lados o inter-
setam é igual a semidiferenca entre a maior e a menor das amplitudes dos arcos

compreendidos entre os respetivos lados.

AUg_AB _CD _AB-CD

2 2 2

Exercicio

Na figura, A, B, C e D sao pontos da
circunferéncia de centroem O.

56.1. Determina a amplitude do arco BC .
56.2. Determina a amplitude do arco DA .

56.3. Determina a amplitude de x.

133



4, Geometria e Medida

4.4.2. Angulos de um poligono

Angulos internos de um poligono

Um poligono convexo pode ser sempre dividido em tridngulos, como exemplificado
nas seguintes imagens.

Quadrilatero Pentagono Hexagono

~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~

Um poligono convexo com n lados pode ser dividido em n — 2 tridngulos, no minimo.

Como a soma dos angulos internos de um triangulo € 180°, entdo a soma das medi-
das das amplitudes dos angulos internos de:

* um quadrilatero é (4 —2)x 180°=2x 180°=360°.
* um pentagono é (5 —2)x 180°=3x 180°=540°.
* um hexagono é (6 —2) x 180°=4 x 180°=720°.

A soma das medidas das amplitudes, em graus, dos angulos internos de um poli-
gono convexo com n lados éiguala (n—2)x180°.

@ Determina a soma das medidas das amplitudes, em graus, dos dngulos
internos de:

57.1. umlosango;
57.2. um trapézio;
57.3. um heptagono;

57.4. um poligono convexo com 14 lados.
Angulos externos de um poligono

A soma de n angulos externos com vértices distintos é igual a um angulo giro
(360°), para um poligono com n lados.
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4.4. Circunferéncia

@ Observa o eneagono regular na figura ao lado
e indica:

58.1. a soma dos angulos internos do
eneagono;

58.2. a amplitude, em graus, de um angulo
externo do eneagono;

58.3. a amplitude, em graus, de um angulo
interno do eneagono.

4.4.3. Poligonos inscritos numa circunferéncia

Quadrilatero inscrito numa circunferéncia

A soma dos angulos opostos de um quadrilatero inscrito numa circunferéncia é
igual a um angulo raso (180°).

@ Observa o quadrilatero inscrito na
circunferéncia representada na figura.

59.1. Indica a amplitude de «.

59.2. Indica a amplitude do angulo DOB.

Poligonos regulares inscritos numa circunferéncia
Os poligonos regulares podem ser sempre inscritos numa circunferéncia.

Os lados do poligono regular correspondem a cordas da circunferéncia, que tém o
mesmo comprimento.
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4, Geometria e Medida

Os angulos ao centro correspondentes a essas cordas também tém a mesma ampli-

tude.
~—__

Técnica para a constru¢cao de um poligono regular

Repara que, ao construir um poligono regular inscrito numa circunferéncia, obtém-se
cordas da circunferéncia todas geometricamente iguais, as quais correspondem
angulos ao centro também geometricamente iguais.

Para construir um poligono regular inscrito com n lados, pode-se seguir 0s passos:

1.2 Determina a amplitude dos angulos ao centro, dividindo 360° pelo niumero de
lados do poligono.

2.° Com a ajuda do transferidor, tragca um angulo ao centro e a respetiva corda
correspondente.

3.° Repete o processo até concluir as n cordas (lados do poligono).

Exercicios
Constréi um hexagono regular inscrito numa circunferéncia.
Constréi um pentagono regular inscrito numa circunferéncia.

Prova a propriedade: A soma das medidas das amplitudes, em graus, dos
angulos internos de um poligono convexo com n lados é iguala (n— 2) x 180°.

Prova a propriedade: A soma dos dngulos opostos de um quadrilatero inscrito
numa circunferéncia é igual a um dngulo raso (180°).
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Para aplicar

Considera a circunferéncia de centro O
representada na figura.

VAN
C
©

Considera a circunferéncia de centro O \
representada na figura. B
Os pontos A, B e C sao pontos da

circunferéncia. Determina a amplitude [
de c. A

Os pontos A, B, C e D sao pontosda
circunferénciae ABC=76°.

1.1. Indica a amplitude do arco AC.
1.2. Indica a amplitude do arco maior CA.

1.3. Indica a amplitude o angulo AOC.

Sabendo que os pontos A e B O quadrilatero [ABCD] esta

sao pontos da circunferéncia de inscrito na circunferéncia de
centro O, determina a amplitude centro O. Determina o valor de x.
de B, que [AB] faz com a tangente
no ponto A.

20°

Qual é a amplitude dos angulos internos de um pentagono regular?

Qual é soma das amplitudes dos angulos internos de um poligono regular com
14 lados?

Existira um poligono regular com um angulo externo de amplitude 50° ?
Justifica a tua resposta.

Constréi um tridngulo equilatero inscrito numa circunferéncia.

Prova a propriedade: A amplitude de um angulo de vértice exterior a um circulo
e cujos lados o intersetam é igual a semidiferenga entre a maior e a menor das
amplitudes dos arcos compreendidos entre os respetivos lados.
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Antes de comecar

0 A Rita foi almocar com os avés este fim de semana.

O gréfico seguinte traduz a viagem da Rita, desde casa dos pais até a casa dos
avas, regressando depois a casa dos pais, e representa a distancia, em
quilémetros, em funcdo do tempo, em horas.

Distancia
(em km) A
4
3
2

1.1.

1.2.

=
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 7'58 9

Tempo (em horas)

Observa o grafico com atencao.
a) A que distancia da casa dos pais da Rita fica a casa dos seus avos?
b) Quanto tempo ficou a Rita na casa dos av6s?

¢) Sabendo que a Rita saiu da casa dos pais as 9 horas da manh3, a que
horas saiu a Rita da casa dos avos?

d) Qual foi a viagem que durou mais tempo, a ida ou a volta? Justifica.

Atendendo aos dados do grafico:

a) Justifica que o gréafico representa uma funcao.

b) Indica a varidvel dependente e a variavel independente.
¢) Indicaaimagemde 2 eaimagemde 7.

d) Quais sédo os valores de t (tempo) que tém como imagem 0? Qual é o seu
significado no contexto do problema?

e) Apresenta, na forma de intervalo de nimeros reais, 0 dominio e o
contradominio da funcao.




Antes de comecar

e Considera as tabelas em que se relacionam variaveis x e y.

X 1 2 5 6
A

y 4 8 10 12

X 1 2 3 4
B

y 12 6 4 3

X 1 2 3 4
(o]

y 4 8 9 10

X 1 2 5 6
D

y 14 7 6 5

2.1. Para cada uma das tabelas, quando a variavel x aumenta, o que acontece a
variavel y?

2.2. Alguma das tabelas traduz uma situacao de proporcionalidade direta?
Justifica.

e A tabela seguinte apresenta a relagao entre duas grandezas, x e y,
diretamente proporcionais.

X 1 2 3 10

y 15 150

3.1. Completa a tabela.
3.2. Indica a constante de proporcionalidade direta.

3.3. Apresenta uma expressao algébrica que relacione as duas variaveis.

%
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Como ja verificamos no tema 2, o estudo de fungdes € um dos conteudos mais rele-
vantes na aprendizagem da matematica. As funcdes podem modelar muitas situa-
cdes concretas da realidade. Neste tema, vamos estudar as fun¢cdes de proporcio-
nalidade inversa e as funcées do tipo f(x)=ax’, com a=0, um caso particular da
familia das funcdes quadraticas.

Para uma boa aprendizagem € importante conhecer e articular bem as diferentes
formas de representacéo destas fungdes: algébrica, numérica e gréfica.

5.1. Funcoes algébricas

5.1.1. Proporcionalidade inversa

Grandezas inversamente proporcionais

Uma grandeza y é inversamente proporcional a uma grandeza x, da qual depende,
quando, na mesma unidade, o produto entre dois quaisquer valores correspondentes
é constante, isto ¢,

xxy=k, onde k éum valor constante.

Esse valor constante k designa-se por constante de proporcionalidade.

Quando uma grandeza y € inversamente proporcional auma grandeza x, entdo x é
também inversamente proporcional a y, com igual constante de proporcionalidade.

E dizemos que x e y sdo grandezas inversamente proporcionais.

Exemplo:

A tabela seguinte apresenta a relacdo entre as grandezas x e y.
X 1 2 3 4 6
y 12 6 4 3 2

1x12=2x6=3%x4=4%x3=6%x2=12
xx y=12 — constante de proporcionalidade inversa

Assim, x e y sao grandezas inversamente proporcionais porque o produto de x por
y ésempre 12.

Como xxy=12, existem outras expressoes algébricas que relacionam x e y.
Séo elas:

126,12

y X
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5.1. Funcdes algébricas

Digital

0 Considera as tabelas que relacionam as variaveis a e b. Fercicio
problemas de
a 1 2 5 6 proporcionalidade
A inversa
b 4 8 10 12
a 24 12 8 4
B
b 6 3 2 1
a 24 12 8 4
C
b 1 2 3 6
a 1 2 S 8
D
b 200 100 40 25

Para cada uma das situacgées, indica, justificando, se se trata de uma relagao
de proporcionalidade inversa.

e Um grupo de amigos vai comprar um bolo para oferecer ao Adérito no seu
aniversario.

O valor com que cada amigo devera contribuir para a compra do bolo
dependera do niimero de amigos.

A tabela seguinte relaciona o nimero de amigos do Adérito com o valor a ser
pago por cada um deles.

a(n.°deamigos)‘ 4 ‘ 5 ‘ ‘ 20

v (valor pago, em

escudos) e

‘ 100

Sabendo que o nimero de amigos é inversamente proporcional ao valor pago
por cada amigo:

2.1. Completa a tabela.
2.2. Indica a constante de proporcionalidade inversa e o seu significado.

2.3. Quantos amigos deveriam contribuir para que cada um contribuisse com
125 escudos?

2.4. Indica o numero de amigos que contribuiram, tendo em conta que cada um
contribuiu com 25 escudos.
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5. Funcgodes, Sequéncias e Sucessoes I

5.1.2. Funcoes de proporcionalidade inversa

Consideremos um retangulo com 360 m° de area. A tabela seguinte relaciona as
grandezas inversamente proporcionais: medida do comprimento (c¢) do retangulo e
a medida da largura do retangulo (/).

Comprimento (em metros) 15 30 45 60

Largura (em metros) 24 12 8 6

D=

A constante de proporcionalidade inversa é 360, que representa a area do retangulo.

A correspondéncia entre a medida do comprimento (c) do retangulo e a medida da
largura do retangulo (/) é uma funcao, que pode ser designada por f, umavez que a
cada medida do comprimento corresponde uma e uma sé medida da largura. A fun-
cao f é uma funcao de proporcionalidade inversa.

Sendo ¢ amedida do comprimento do retangulo, a medida da largura é f(c).

Considerando a medida do comprimento (c¢) do retangulo como a variavel indepen-
dente, verifica-se que:

* Quando a medida do comprimento duplica, a medida da largura passa para a
metade.

* Quando a medida do comprimento triplica, a medida da largura passa para a terca
parte.

* Quando a medida do comprimento quadruplica, a medida da largura passa para a
quarta parte.
Ou segja:

* Quando multiplicamos o comprimento por 2, alargura é multiplicada pelo inverso
de 2.

* Quando multiplicamos o comprimento por 3, alargura é multiplicada pelo inverso
de 3.

* Quando multiplicamos o comprimento por 4, alargura é multiplicada pelo inverso
de 4.

Por exemplo, f(4x15)=f(60)=6 e %x f(15):%>< 24=6
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Ao multiplicarmos a variavel independente ¢ por um dado numero positivo x, ava-
ridvel dependente /=f(c) fica multiplicada pelo inverso desse nimero, ou seja,

fF(x, c) =%f(c)

Se ¢c=1, temos f(x):%f(ﬂ = f(x):g.
Como ¢ x /=360, entao Iz%.

Podemos representar a funcao por: f(c) = 360 .

Uma funcio de proporcionalidade inversa é uma funcdo f do tipo f(x) =% ,

com x#20 e k#0, em que f(1)=k representa a constante de proporcionalidade
inversa.

e A tabela seguinte relaciona o caudal de uma torneira, em litros por minuto, C,
com o tempo necessario para encher um depdsito de agua, em minutos, t.

C—caudal(litrosporminuto)‘ 80 ‘ 40 ‘ 20 ‘ 10

t —tempo (minutos) ‘ 2 ‘ 4 ‘ 8 ‘ 16

3.1. Mostra que as grandezas caudal e tempo séo inversamente proporcionais.

3.2. Determina a constante de proporcionalidade inversa e indica o seu
significado no contexto do problema.

3.3. Apresenta uma funcao algébrica que relacione as duas grandezas C e t.

0 Na quinta da mae do Jorge existe uma grande plantacao
de quiabos.
Para colher todos os quiabos em duas horas sdo
necessarias 5 pessoas.
Sabendo que a relagcdo do tempo necessario, em horas,

para apanhar todos os quiabos e o nimero de pessoas
que o fazem é inversamente proporcional:

4.1. Indica a constante de proporcionalidade inversa.
4.2. Apresenta uma fungao algébrica que relacione as duas grandezas.

4.3. Determina o nimero de pessoas necessarias para colher os quiabos em
duas horas e meia.
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O comprimento de onda de radio (w), em metros, é inversamente proporcional
a sua frequéncia (f), em quilociclos.

Uma expressao algébrica que representa a relacdo entre o comprimento de
uma onda de radio e a sua frequéncia é:

_ 300000

- f

5.1. O que acontece ao comprimento de onda quando a frequéncia de uma
onda de radio é reduzida a metade? E quando duplica?

w

5.2. Resolve a equacao dadaem ordema f.

5.3. Determina a frequéncia de uma onda de radio cujo comprimento de onda
sejade 1500 metros.

Para um evento de moda, foram
encomendados dez panos d’Obra
a senhora Zulmira.

A tabela seguinte relaciona as
horas de trabalho diarias com o
nimero de dias necessarios para
a conclusao da encomenda.

Horas de Dias necessarios
trabalho diarias para concluir a
(x) encomenda (y)
4 30
6 20
8 15
10 12

6.1. Mostra que x e y sado grandezas inversamente proporcionais.
6.2. Apresenta uma fungao algébrica que relacione as duas grandezas.

6.3. Sabendo que a senhora Zulmira pretende dedicar cinco horas diarias a
confecao dos panos d’Obra, quantos dias serdo necessarios para concluir
a encomenda?
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5.1. Funcdes algébricas

5.1.3. Graficos de funcoes de proporcionalidade inversa

e Manual

. ~ . . . Digital

Consideremos a fungéo de proporcionalidade inversa f(x) = % com x>0. P
Video

Gréfico de uma

Fixado um referencial cartesiano no plano, podemos representar o grafico desta fun-  funczo de

proporcionalidade

cao de proporcionalidade inversa, que origina uma curva designada por ramo de ;"""
hipérbole. -

v

1
1

N

-
o

(00}
g

»

H

/

0 2 4 6 8 10 12 X

Se considerarmos, agora, a extensdo da fungéo ao conjunto, IR\{0}, obtemos ainda
a imagem deste ramo de hipérbole pela reflexdo central relativa a origem. A esta
curva do plano designamos de hipérbole.

4\

12

10

s
o
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Exemplo: |
tempo A
(em horas)

O seguinte gréafico corresponde a re- s
presentacao da funcao f. 5

A funcdo f, de proporcionalidade in-
versa, traduz a relacao entre o numero

de pintores e o tempo necessario para iR
concluirem a pintura exterior de uma i \\
casa.
Observando o grafico, verificamos que: \\
: N
f(1)=14 : N
\\

A constante de proporcionalidade in- e

versaé 14.

No contexto do exemplo, 14 corresponde ao numero de horas necessérias para pin-
tar o exterior da casa por 1 pintor.

A funcao que representa o exemplo é: f(x) = % .
o A tabela ao lado apresenta a a ‘ 2 ‘ ‘ 3 ‘ 6 ‘
relacdo entre duas variaveis a e
b inversamente proporcionais. b ‘ ‘ 5 ‘ 4 ‘ ‘ 1.6

7.1. Determina os valores em falta na tabela.

7.2. Apresenta a expressao algébrica de uma funcao que relacione as duas
grandezas.

7.3. Efetua um esboco grafico da funcao que relacione as duas grandezas.

o Considera a funcao f de 4
proporcionalidade inversa representada s
graficamente.

8.1. Determina a constante de )
proporcionalidade inversa da a s
funcéo f.

8.2. Apresenta a expressdo algébricada | .
funcéo f. 1) "

8.3. Determina as coordenadas dos
pontos A e B. 1 2

L T

F

AW S
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5.1. Funcdes algébricas

5.1.4. Funcdes f(x)=ax’, com a#0

Manual
Graficos de funcdes f(x)=ax?, com a=0 QDL
As funcdes do tipo f(x)=ax?, com a=0, sdo funcdes da familia das funcdes qua- :L?wegges do tipo

. f(x) = ax”
dréaticas. b=

s g ~ Ly . P OR 0]

Os graficos que representam funcdes quadraticas designam-se por parabolas. Fake

Graficos da funcdo f(x)=x’

O grafico desta funcdo é uma parabola de eixo vertical com vértice na origem do
referencial.

A parabola é simétrica em relacao ao eixo dos yy.

x y="Ff(x)

0 0

1 1
—1 1
1.5 2,25
-15 2,25

2 4
-2 4

Graficos de funcdes do tipo f(x)=ax?, com a>0

As fungdes do tipo f(x)=ax’, com a>0: p h YA

* Tém como dominio R, D=1R; T

« Tém como contradominio R;,
CD=[0, +oo[;

* Tém a concavidade voltada para cima; 1
* Sao simétricas em relacéo ao eixo dos yy;

O vértice da parébola é na origem, ponto
(0;0);

+ A medida que o valor de a aumenta, a
parabola estreita (fica mais préxima do .
eixo dos yy).

T T T O T T : :x

A medida que o valor de a diminui (0<a< 1), a pardbola alarga (fica mais afas-
tada do eixo dos yy).
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o valor do
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da parébola

5. Funcgodes, Sequéncias e Sucessoes I

Graficos de funcdes do tipo f(x) =ax? com a<0

As funcées do tipo f(x)=ax’, com a<O0: v

=Y

e Tém como dominio R, D=IR; }

* Tém como contradominio Ry,
CD=]-o0; 0];

* Tém a concavidade voltada para baixo;
* S&o simétricas emrelagao ao eixo dos yy;

* O vértice da parabola é na origem, ponto
(0; 0);

+ A medida que o valor absoluto de a au-
menta, a parabola estreita (fica mais
proxima do eixo dos yy).

+ A medida que o valor absoluto de a diminui 0<|a|<1, a pardbola alarga (fica
mais afastada do eixo dos yy).

o Considera as funcgoes:
f(x)=2x"; g(x)=—-2x%;
h(x)=-x2; i(x)=—3x?
9.1. Representa graficamente, no mesmo referencial, as quatro fungoes.
9.2. Que funcdes tém a concavidade voltada para baixo?

9.3. Qual das funcdes é representada graficamente por uma parabola mais
estreita? Justifica a tua resposta.

9.4. Indica o dominio e o contradominio de cada uma das funcdes.

@ Considera a fungdo f(x)=3x>.
10.1. Determina f(—4) e f(4).
10.2. Determina os valores de x que tém como imagem 81 .
10.3. Determina os valores de x que tém como imagem 63 .
10.4. Representa graficamente a fungéo f.

10.5. Indica a simetria, o sentido de concavidade e o vértice do grafico que
representa a funcgéo f.
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Na figura estao representadas as funcodes f, g, AY D i
hej.
f(x)=%x2; g(x)=-5x%;
_5 2. o1 2
h(x)—3x ; jx) = 5 X . -
Indica a correspondéncia correta entre as
funcodes e as respetivas representacoes
graficas.
i)l liv)
AY
. ~ . 2+
Na figura estd a representacao grafica de uma
funcdo g dotipo y=ax’, com az0. 11
1
Sabendo que o ponto A <% -1 ) pertence a ol 4 1
parabola, apresenta a expressao algébrica da S
funcdo g. LY A
24
—34+
-4+

Considera as parabolas de eixo vertical e com vértice na origem a seguir
representadas.

<
P

o =

e EEEE R TY
=y

b Ubh A b

3

-
@ ccccccccc e

-12

Para cada parabola, escreve a equacao que a defina.
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5. Funcgodes, Sequéncias e Sucessoes I

5.1.5. Interpretar graficamente solucoes de equacoes
do segundo grau

Consideremos a equacdo do 2.°grau x°+x—2=0.

Para resolver esta equacao, podemos recorrer a férmula resolvente. Outro processo para
resolver a equacao é graficamente, considerando que x°+x—2=0 < x’=—x+2.

Graficamente
Representa-se a parabola de equacao y=x2.

Representa-se areta de equacéo y=-x+2.

AY

y=x?

1 1 1 | 1 -
4 -3 -2 19 1 2\3 *
-1 y=-x+2

As coordenadas dos pontos de intersecdo da pardbola e da reta sdo (—2; 4) e

;1.

As solucdes da equacdo x°+x — 2 =0 correspondem as abcissas de intersecéo dos
graficos: -2 e 1.

Analiticamente, com a formula resolvente

—12V/12—4x1x(=2)

xX’+x-2=0 & x=

2x1
-1+
=13
& X= 5
_—1+3 _—-1-3
&= xX= 5 VX= 5 =
& x=1Vx==2
S={-2;1}
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O conjunto-solucdo de uma equacdo do 2.°grau ax’+bx +c=0 é o conjunto das
abcissas dos pontos de intersec¢ao da parabola de equagédo y= ax?, com a reta de e Manual

~ Digital
equacao y=—bx —-c. D
Video

-~ 7 g ., ~ - Interpretacdo
Interpretacao grafica do nimero de solugées uma equaciao do 2.°grau: gréfica
2 da solugao
ax“+bx+c=0,coma>0e b>0 deequfgaes
do 2.°grau
y“ y=ax? y=-bx-c vh y=ax?
vA y=ax?

y=-bx-c

[e]
"y

i

T
A equacao tem duas A equacado temuma A equacao ndo tem
solucdes. solucao. solucoes.

Nota: Para outros valores de a e b, ainterpretacao grafica sera andloga. Isto é, se areta
intersetar a parabola em dois pontos, a equac¢do do 2.° grau tera duas solu¢des; em um
ponto, terd uma solucdo; se nao intersetar, a equacao nao tera solugoes.

@ No referencial cartesiano estao representadas yA
graficamente as fungdes f e g.

A funcdo f é dotipo f(x)=ax?, com a=0.
A funcdo g é uma funcdo afim. g

14.1. Quantas solucdes tem a equacao f(x)=g(x)?
Justifica a tua resposta.

14.2. Determina as expressdes algébricas que
definem as funcdes f e g.

=

14.3. Determina as abcissas dos pontos de 3/2 19 1 2 3
intersecao dos graficosde f ede g.

@ Considera as funcdes f e g definidas por f(x)=—x*> e g(x)=x - 3.

15.1. Determina algebricamente as coordenadas dos pontos de intersecao dos
graficos que representam as funcodes f e g.

15.2. No mesmo referencial, traca um esboc¢o dos gréficos das fungdes f e g.
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Para aplicar

154

A tabela seguinte apresenta a relagao de proporcionalidade inversa entre as
grandezas t, tempo, em dias, e n, o nUmero de operarios necessarios a
realizacdo de uma tarefa.

tempo (t) em dias ‘ 2 ‘ 4 ‘ 6 ‘ 3 ‘ 12

nimero de operarios (n)‘ 6 ‘ a ‘ 2 ‘ 4 ‘ b

1.1. Determina os valoresde a e b.

1.2. Apresenta uma expressao algébrica que traduza a relacao de
proporcionalidade inversa entre n e t.

1.3. Efetua o esboco gréafico da funcdo n paraointervalo t€[0; 12].

Considera a fungao de proporcionalidade yA
inversa f, representada graficamente no
referencial cartesiano da figura ao lado.

O ponto de coordenadas (3, 6) pertence ao
grafico da funcao f.

2.1. Determina a constante de
proporcionalidade inversa.

2.2. Indica uma expressao algébrica que
represente f.

(0] < X

A senhora Zulmira aumentou a sua producao de quiabos e precisa de
maquinas para empacotar os quiabos. Uma maquina demora 84 horas para
empacotar todos os quiabos.

3.1. Seestiverem 6 maquinas iguais a funcionar ao mesmo tempo, quanto tempo
demora a empacotar todos os quiabos?

3.2. A senhora Zulmira precisa de empacotar os quiabos em 35 horas. Qual é o
numero minimo de maquinas de empacotar que devera utilizar?



Para aplicar

Considera as fungbes f e g, tais que:
f(x)=6x> e g(x)=2x>
4.1. Determina as coordenadas do ponto do grafico de f que tém:
4.1.1. abcissa — 3.
4.1.2. ordenada 75 e abcissa positiva.

4.2, Determina g (5).

4.3. Justifica a afirmacgao: “O grafico que representa a funcdo f é mais estreito
do que o grafico que representa a fungdo g.”

Considera as funcdes g e h, tais que:
gx)=x*e h(x)=-2x
5.1. Representa, num mesmo referencial, as fungbes g e h.

5.2. Indica, através da interpretacao grafica, o nimero de solugcdes da equacao
x°+2x=0. Justifica a tua resposta.

5.3. Indica, através da interpretacao grafica, as solucdes da equacdo x*+2x=0.

5.4. Resolve, algebricamente, a equacdo x>+2x=0.

No referencial ao lado estao representadas A
areta r eaparabola g.

A reta e a parabola intersetam-se na origem
e no ponto B.

O ponto de coordenadas (1 ; \/f)
pertence a parabola.

6.1. Indica uma expressao algébrica que
defina a parabola .

6.2. Sabendo que aequagcaodareta r é
y=2x, determina a ordenada do ‘
ponto B. 5
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6.1. Inequacoes

6.1.1. Inequacao definida por um par de funcoées

Uma inequacao com uma incognita x é uma desigualdade na qual figura uma Unica
variavel x, que representa um valor desconhecido.
Exemplos de inequacdo com uma incognita:

X+1>3; 2x-7>12x; 1<x+3;

Numa inequacao, o sinal de desigualdade separa duas expressdes f(x) e g(x), que
podem ser entendidas como expressdes algébricas de funcdes f e g.

X+1>3; 2x-7<12x

—_— — ——— — —

flx) glx) fx) glx)
A expressdo f(x) designa-se por primeiro membro da inequacao e fica a esquerda
do sinal de desigualdade.

A expressdo g(x) designa-se por segundo membro da inequacao e fica a direita do
sinal de desigualdade.

x+1 > 3 ; 2x-7 < 12
- e
1. membro 2.° membro 1. membro 2.° membro

Podemos assim definir uma inequacao recorrendo a um par de funcoes.

Uma inequagdo com uma incégnita é uma desigualdade do tipo

f)<gx) ou fl)>gl) ou fl<glk) ou  flX)<gl),
em que f e g sdo funcées (sendo que pelo menos uma delas ndo é constante).

o Considera as seguintes expressoes e indica as que representam inequacodes
com uma incégnita.

1.1. 4x+1>% 1.2. x+1=3 1.3. x+1<3y
1.4. 2+%<5x 1.5. y>+1>3y 1.6. 2x+3<3x+2

o Considera as seguintes inequagdes com uma incognita.
Para cada uma das inequacgoes, identifica os membros e a incégnita.

2.1. x+2x—1>0 2.2, 1+1<y—1 2.3.2+%<5(z+3)
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6.1.Inequacdes

6.1.2. Classificacao de inequacoes quanto a solucao

Solucao de uma inequacgao é um namero real que, ao substituir a incégnita, con-
verte a inequacgao numa desigualdade verdadeira.

Exemplo:

Consideremos ainequacao x+1>3.

* x=4 ¢é uma solucdo da inequacdao, porque 4+1>3 < 5>3 é uma desigual-
dade verdadeira.

* x=7 é uma solucdo da inequacdao, porque 7+1>3 < 8>3 é uma desigual-
dade verdadeira.

* x=1 ndo é uma solucdo da inequacao, porque 1+1>3 < 2>3 nado é uma
desigualdade verdadeira.

Concluimos que x=4 e x=7 sao solucdes dainequacdo e x=1 nao é uma solucao
da inequacao.
Existem ainda outras solucdes paraalémde x=4 e x=7.

0 Averiguase —2, 0, 5 e 6 sao solugdes dainequacdo —y+1>0.

Ao conjunto de todas as solucdes de uma inequagdo designamos por conjunto-
-solucao da inequacao.

Uma inequacao é impossivel quando ndo tem solucdes.
Nesse caso, 0 seu conjunto-solugcao é o conjunto vazio:

CS.=@ ou CS.={}
Uma inequacao é possivel quando tem, pelo menos, uma solugao.

Exemplos:

a) Ainequacao Ox > 3 éimpossivel, porque nao existe um numero real que colocado
no lugar da variavel converta a inequacao numa desigualdade verdadeira.

b) Ainequacdo x+5> 12 é possivel, porque existe pelo menos um numero real que
colocado no lugar da variavel converte a inequacdo numa desigualdade verda-
deira.

Para além de outras solugdes, 10 também é uma solucdo da inequagao, porque
10+5>12 < 15> 12 é uma desigualdade verdadeira.
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o Indica, justificando, se cada uma das seguintes inequacoes é possivel ou
impossivel.

41. —-3x+2<-17 4.2, x°<0 43. 1+1<y-n 4.4. — 4>0x

6.1.3. Inequacoes equivalentes

Duas ou mais inequagées sdo equivalentes se tiverem o mesmo conjunto-solucao.

Exemplo:
x+1>3 éequivalentea x> 2

X+1>3 & x>2

As inequacdes sao equivalentes, porque tém o mesmo conjunto-solucdo. Neste
caso, sao solucdes da inequacado todos os numeros superiores a 2, oOu seja:
CS.=]2; +oo[.

6.1.4. Resolucao de inequacoes do 1.° grau e principios
de equivaléncia

Resolver uma inequacao é determinar o seu conjunto-solucao.

A semelhanca da resolucéo de equacdes, existem principios de equivaléncia que
resultam das propriedades da relacao de ordem nos nimeros reais e que permitem
resolver inequacodes.

Exemplos:

a) Vamos resolver ainequacado 2x+ 2> 6, utilizando as regras que advém dos prin-
cipios de equivaléncia.

( )
20+2>6 & Regra 1
Pelo principio da monotonia da adi¢éo, referido no capitulo1,
& 2x>6-2 & podemos passar qualquer termo de um membro para o
outro, trocando-lhe o sinal e mantendo a equivaléncia.
& >4 & \_ _J
4 (R 2 h
o x>5 & egrme o o
2 Pelo principio da monotonia parcial da multiplicacao, referido
e x>2 no capitulo1, podemos multiplicar (ou dividir) os dois membros
por um numero positivo, mantendo a equivaléncia.
_J

CS.=]2; +oo[ ou x€]2; +oo[ (conjunto-solugao)
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6.1. Inequacdes

b) Vamos resolver ainequagado — 2x >4, utilizando as regras que advém dos princi-

pios de equivaléncia. e Manual
' ™ Digital
Regr —
- 2x>4 & eg a::; o . . o . . Exercicio
Pelo principio da monotonia parcial da multiplicacao, referido no Determinar o
. . - . imento d
& x< i2 —_— capitulo1, podemos multiplicar (ou dividir) os dois membros por ZEZEQQFZZ Sma
um ndmero negativo, invertendo o sentido da desigualdade e quadrado
= x<=-2 \mantendo a equivaléncia. )

CS.=]-o00; =2[ ou x€]-oo; —2[ (conjunto-solucao)

e Para cada par de inequacdes seguintes, indica se representam duas
inequacgoes equivalentes.

51. 3x+2<2 e 2x<—x
5.2. 4+5x<3 e bx+3<-4
53.7+1<y-mey+1<2y-2rm

5.4.4>0xe —x’+1>2

e Resolve as seguintes inequacodes.

6.1. 3x<9 6.2. —3x<9
6.3. x>—7x+21 6.4.2x+6>x+4
6.5. 3x+29>8x+4 6.6. 23+7x<—-5x—-6

Na resolucédo de inequacdes, para além de ser necessario aplicar as regras que
advém dos principios de equivaléncia, tal como nas equacdes, deve-se seguir as
seguintes etapas:

* Desembaracar de paréntesis, caso existam;

* Desembaracar de denominadores, caso existam;
* Isolar a incognita;

* Apresentar o conjunto-solucao.

Nota:
Tém de ter sempre em consideragao as regras enunciadas,
com base nos principios de equivaléncia.
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Exemplos:
fiaclcr-9e B2 ga g
4 3 3
X —X 5x+2
S -gta<Zz -1 &= -3>3x-9
-x+16 _—-x-3 5x+2 9
S22 <3 S FFE 2239
—-3x+48 _—-4x-12 Bx+2-9
= 12 < 12 @T>3X—9
& —-3x+48<—-4x-12 <:>5x3_7>3x—9
& —3x+4x<-12-48
< x<-60 &5bx-7>33x-9)
S5x—-7>9x-27
CS.=]-00: —60] — X 9x
S5 -9x>-27+7
= —-4x>-20
- 20
SISy
& x<5b
CS.=]-o00; 5]

o Resolve as seguintes inequacdes, apresentando o conjunto-solug¢ao na forma
de intervalo de niUmeros reais.

74. 1+4x<3(x-2)
7.2. - (x—2)<5-3x
73. (-4+y)x7>y(2-8)

e Resolve as seguintes inequacgodes, apresentando o conjunto-solug¢ao na forma
de intervalo de numeros reais.

Bx+1 1 x_5 xX+7 . —9+6x
8.1. 1+4x< 2 8.2.§—§<§+2X 8.3. 4 > 3

O Resolve as seguintes inequacdes, apresentando o conjunto-solucao na forma
de intervalo de nimeros reais.

8(2 —x)
5

9
4

9.1. <8 9.2.x—%(x—2)<3x+ 9.3. 21—5(y+100)>5‘1
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6.1.Inequacdes

6.1.5. Conjuncoes e disjuncoes de inequacoes do 1.° grau

Considerem-se duas inequacgdes do 1.° grau:
* ax+b <0, comconjunto solucéao S;;

* cx+d>0, comconjunto solugcao S,.

A conjungao das duas inequacdes representa-se por ax+b<0Acx+d>0.

Manual
Digital

Video
Conjunto-
-solugdo de
conjungdes

ou disjuncdes
de inequagdes

O conjunto-solugao da conjuncgao das duas inequacdes é S, N S, .

A disjuncao das duas inequacgdes representa-se por ax+b<0Vecx+d>0.

O conjunto-solugao da disjungado das duas inequacdes € S, U S, .

Exemplo:
Considerem-se duas inequagdes do 1.° grau:

* 3x —12<0, com conjunto-solugdo C.S.=]-o0; 4];

* 4x+8>0, comconjunto-solugdo CS.=]-2; +ool.

Conjuncao

Disjuncao

3x-12<0A4x+8>0

3x<12ANA4x>-8

12 -8
xg?/\x>T
X<4NnNx>=-2

CS.=]-00;4]N]-2; +00o[=
=]-2; 4]

Q

3x-12<0Vv4x+8>0
3x<12V4x>-8

12

XQ?VX>%

x<4vVvx>-2

=]-00; +o0[=IR

N\ 4
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@ Resolve as seguintes conjuncdes e disjuncdes de inequacoes.

10.1. x<9AT7x>12 10.2. x<9A7x>12
10.3. 5x—4>10 A 10x+5<4 10.4. 5x—4>10V 10x+5<4
10.5. 3(x+2)<0/\%>6 10.6. 3(x+2)<ov%>6

m Da o exemplo da conjungédo de duas inequagdes cujo conjunto-solucao seja
C.S.=]2;10[.

D4 o exemplo da disjuncao de duas inequacdes cujo conjunto-solucao seja
CS.=]-o00; —3[.

6.1.6. Resolucao de problemas com inequacoes do
1.° grau

Na resolucao de problemas que envolvem inequacdes do 1.° grau devemos seguir 0s
seguintes passos:

1) Identificar a incognita.

2) Traduzir o problema matematicamente, na forma de uma inequacao.
3) Resolver ainequacao.

4) Interpretar o resultado obtido no contexto do problema.

5) Responder ao problema.

' Problema resolvido 1

Para que valores de x o perimetro do retédngulo ndo é superiora 20m?

xX+2

2x +2
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Resolucao:

1) Identificar a incégnita:

A incégnita representa o valor desconhecido, que se pretende determinar.

Neste caso, a incoégnita ja se encontra definida: x.

2) Traduzir o problema matematicamente, na forma de uma inequacao:
2x+2)+(x+2)+(2x+2)+(x+2) < 20

Perimetro do retangulo nao é superior,
logo é menor ou igual

3) Resolver ainequacao:
2x+2)+x+2)+(2x+2)+(x+2) <20 &

& 6x+8<20c br<12 < x<% =
& x<2
CS.=]-o00: 2]

4) Interpretar o resultado da inequacao no contexto do problema:

6.1.Inequacdes

Como o valor de um comprimento tem de ser positivo, é necessario garantir que os

comprimentos dos lados do retangulo sejam maiores do que zero.
X<2A2x+2>0Ax+2>0

XS2AX>=-1AXx>-2

CS.=]-00; 2]N]-1; +00[N]-2; +oo[=]-1; 2]

A4

5) Responder ao problema:

O perimetro do retadngulo ndo é superiora 20m quando x€]-1; 2].

' Problema resolvido 2

O Marcelo iniciou um trabalho como vendedor numa loja de equipamentos de
telecomunicagdes. O seu saldrio mensal € de 34 000 escudos, mas por cada

telemovel que venda recebe mais 750 escudos.

Quantos telemdveis o Marcelo tera de vender, no minimo, para que receba mais de

42 000 escudos hum més?

Resolucao:

1) x — numero de teleméveis
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6.Algebrall

2) 34000+ 750x>42000

3) 34000+ 750x > 42 000
750x > 42000 — 34 000
750x > 8000

8000
750

x>10,6(6)

x>

4) Como o namero de teleméveis tera de ser um niimero inteiro ndo negativo, é necessario
considerar o namero inteiro superior a 10,6(6) .

5) O Marcelo tera de vender no minimo 11 telemoéveis.

@ A Rita adquiriu um novo servico para utilizar internet em sua casa. Ela paga um
valor mensal fixo de 500 escudos e 100 escudos por cada gigabyte utilizado
a mais. Sabendo que nao quer gastar mais do que 2400 escudos por més,
quantos gigabytes podera utilizar a Rita?

m Quais séo os dois maiores numeros impares consecutivos cuja soma é
inferiora 2257

@ O quadrado representado na figura tem de lado
x+3.

Determina para que valores de x o perimetro do
quadrado é menor do que 24 .

xX+3

@ A Brunatem 5 anos e o seu paitem 32.
Atualmente, a idade do pai é superior ao triplo da idade da Bruna.
Durante quantos anos se mantera esta situacao?

G Quais sao os numeros naturais cujo dobro € menor do que 30 e cuja metade
€ maior do que 47?
Apresenta os calculos que efetuares.

@ Um dos lados de um retdngulo mede 14 cm. Qual podera ser a medida do
outro lado para que o perimetro seja inferior ouigual a 38 cm e a area seja
superior ou iguala 70 cm?.
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Para aplicar

Indica os pares de inequacdes equivalentes.

11. 6<x+1 1.2. 2x >4
1.3. —2x>3+x 1.4. 2x>3 +x
1.5. 2<x 1.6. x<-1
1.7. —x-1>2-2x 1.8. —x<-5

Apresenta uma inequacao cujo conjunto-solucdo seja: S=[5; +oo[.

1-—x

Averigua se x=—1 é solucao dainequacao: 2+ 5

<3.

Considera ainequacgdo: 6 —3(2-n)>0.
Determina o menor nimero inteiro n que verifica a inequacao.

Resolve cada uma das inequacgoées seguintes.

5.1. 6(x+4)<7(3-2x)

5.2.3-2=X X 4

3 5
1 (2 -2x)
5.3. 5—(x—9)>— =
5
5.4. 0,2%x(0,7x+0,4)<0,03x — 700

Determina o conjunto-solugcédo de cada uma das seguintes condi¢des.
6.1. -32-a)>5 N a>7

4-b
"2

6.3. 3(2+c)<55 vV c<3-2¢

6.2 >1 A 2b-10>10

Este ano, a Melissa ja realizou 3 dos 4 testes da disciplina de Geografia,

obtendo os resultados de 82, 75 e 79, numa escalade 0 a 100 pontos.

Para obter uma média dos 4 testes de, pelo menos, 80 pontos, que
resultados podera obter a Melissa no ultimo teste?

Apresenta o resultado obtido na forma de um intervalo de nimeros reais.
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Antes de comecar

o Considera o seguinte conjunto de dados numéricos.

3 4 5 3 6 8 5 2 6 5

1.1. Indica a moda do conjunto de dados.
1.2. Determina a média do conjunto de dados.
1.3. Determina a mediana do conjunto de dados.

1.4. Indica o valor minimo e o valor maximo do conjunto de dados.

e Para conhecer melhor a qualidade da sua producao, a senhora Zulmira escolheu,
ao acaso, alguns quiabos e registou a massa (em gramas) de cada um. Para
organizar os dados, a senhora Zulmira utilizou um diagrama de caule-e-folhas.

2|18 9 9
3|1 3 3 3 3 656 6 7 7 8 9
410 0 2

2.1. Quantos quiabos pesou a senhora Zulmira?
2.2. Qual é a mediana da massa dos quiabos?
2.3. Qual é o0 peso médio de um quiabo?

2.4. Comenta a afirmacao:
"A moda da massa dos quiabos é de 37 gramas.”

e A Maria registou as idades dos estudantes que participaram na prova de
atletismo da sua escola:

15 16 15 15 14 17 18
17 17 16 16 16 16 15
14 18 18 16 15 15 16
%5 16 14 14 16 17 17
16 18 16 15 16 17

3.1. Quantos estudantes participaram na prova de atletismo?
3.2. Organiza os dados num diagrama de caule-e-folhas.

3.3. Qual é aidade do estudante mais novo? E a idade do mais velho?

3.4. Qual é a moda das idades e qual é o seu significado?
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Antes de comecar

o Nos cinco primeiros testes de Portugués, a Alicia obteve os seguintes
resultados:

68% 83% 62% 75% 80%

4.1. Determina a mediana dos resultados.
4.2. Determina a média dos resultados.

4.3. Se em cada teste de Portugués os resultados obtidos aumentassem 10%,
qual seria a média dos resultados? Explica o teu raciocinio.

4.4. A Alicia conseguiu média de 75% ap0s realizar o sexto e Ultimo teste. Que
resultado obteve a Alicia no sexto teste?

e Ataﬂbela ao lado representa o numero de N.° de Frequéncias
irmaos dos 30 alunos de uma turma. irmaos absolutas
5.1. Determina as frequéncias absolutas 0 5
acumuladas.
R a 1 8
5.2, Quantos alunos tém trés irmaos ou menos?
. R 2 10
5.3. Qual é a percentagem de alunos que tém
mais de um irmao? 3 7
4 3
Total 30
0 Os alunos de uma turma realizaram uma N.© de
pesquisa entre os jovens de uma escola. Cor .
. . . . jovens
A pesquisa realizada foi sobre a cor basica
preferida de cada jovem: "vermelho”, “azul” Vermelho 140
ou "amarelo”. O resultado da pesquisa Azul 180
encontra-se na tabela. Sabe-se que cada
jovem apenas indicou uma cor. Amarelo 80

6.1. Qual foi o total de jovens entrevistados?
6.2. Representa os dados através de um gréfico circular.

6.3. Alguma cor teve a preferéncia de mais de 50% dos jovens? Justifica a tua
resposta.

6.4. Qual é a percentagem de jovens que escolheu a cor "amarela"?

6.5. No final desta pesquisa pode-se concluir que a cor preferida dos jovens
entrevistados é a cor "azul"? Justifica a tua resposta.
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Antes de comecar

0 A senhora Zulmira tem aumentado o cultivo de quiabos. O grafico de barras
seguinte apresenta a massa de quiabos colhidos, em quilogramas, numa
determinada semana.

98 102 96
] II II II

segunda-feira terca-feira  quarta-feira quinta-feira  sexta-feira

7.1. Qual é a variavel estatistica em estudo?

7.2. Em que dia da semana foi colhida a maior quantidade de quiabos?
7.3. Que quantidade de quiabos foi colhida na terga-feira?

7.4. Qual é a quantidade total de quiabos colhida nessa semana?

7.5. Em média, quantos quiabos foram colhidos por dia?

e Num estudo estatistico, foram recolhidos dados de diversas caracteristicas de
estudantes de um local.

ano de nascimento género n.’ deirmaos peso cor dos olhos
. L local de anode .
idade nacionalidade . . cor preferida
nascimento escolaridade

8.1. Entre as variaveis estatisticas apresentadas, indica:
i) as variaveis qualitativas;
il) as variaveis quantitativas.
8.2. Das variaveis quantitativas identificadas na alinea anterior, indica:

i) as variaveis quantitativas discretas;
ii) as variaveis quantitativas continuas.

Os dados seguintes representam a altura, em centimetros, das jogadoras de
futebol de uma equipa feminina.

162 | 155 | 166 | 167 | 153 | 173 | 151 | 157 | 168
170 | 156 | 161 | 171 | 174 | 169 | 165 | 160 | 176
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Antes de comecar

9.1. Qual é a altura da jogadora mais baixa da equipa?

9.2, Qual é a amplitude dos dados? Qual é o seu significado no contexto do
problema?

9.3. Sabendo que a guarda-redes principal é a segunda jogadora mais alta da
equipa, qual é a altura da guarda-redes principal?

9.4. Qual é, em média, a altura das jogadoras?
9.5. Completa a seguinte tabela:

Frequéncia Frequéncia relativa

Classes
absoluta (em %)

[150; 155[

[155; 160[

[160; 165[ 3

[165; 170[

[170;175]

[175; 180[

Total 100%

@ Os dados da tabela referem-se ao tempo gasto por um grupo de amigos de
uma turma no percurso casa-escola em bicicleta.

Tempo (em minutos)

3 4 5 3 6 8 5 2 6 5

1 12 4 6 7 1 3 3 9 4

10.1. Qual é a diferenca de tempo entre 0 amigo que demora mais tempo e o
amigo que demora menos tempo?

10.2. Em média, quanto tempo demora cada amigo?

10.3. Organiza os dados numa tabela em intervalos de 2 minutos, comeg¢ando

pelointervalo 0 a 2 minutos.
10.4. Qual é a percentagem de amigos que demoram 4 ou mais minutos?
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7.1. Diagramas de extremos e quartis
7.1.1. Nocao de quartil

Num conjunto de dados numéricos ordenados, os quartis sdo valores que dividem
os dados em quatro partes de igual percentagem de ocorréncia.

Como medidas de localizacao, os quartis permitem obter a indicacdo da variabilidade
e a distribuicdo dos dados.

« O 2.°quartil (Q,), igual a mediana (M,), é o valor que divide o conjunto em
duas partes com o mesmo namero de elementos.

—Quando o numero de dados é impar, a mediana (ou 2.° quartil) é o dado que

ocupa a posicao central: valor de ordem r% .
—Quando o nimero de dados é par, a mediana (ou 2.° quartil) é a média dos

dois dados centrais: valores de ordem % e % +1.

« O1.°quartil (Q,) é amediana dos dados que ficam a esquerda do 2.° quartil

« 0 3.°quartil (Q,) é a mediana dos dados que ficam a direita do 2.° quartil.

Exemplo (com numero impar de dados):
Considere-se 0 seguinte conjunto de dados numéricos ordenados (n=11):
Q.
2 3 3 4 5 5 5 6 6 7 8

Para n=11, o valor de ordem do 2.° quartil é n42r1 = 112+1 =6.

Q,=M,=5 — valorde ordem 6.

Q; Q,
2 3 3 4 5 5 5 6 6 7 8

Q, =3 — mediana dos dados que ficam a esquerda do 2.° quartil.

Q, Q, Q,
2 3 3 4 5 5 5 6 6 7 8

Q;=6 — mediana dos dados que ficam a direita do 2.° quartil.
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7.1. Diagramas de extremos e quartis

Assim, os quartis do conjunto de dados numéricos sdo: Q,=3, Q,=5 e Q;=6.
Q Q, Q,

o Considera o seguinte conjunto de dados numéricos:

12 11 18 16 17 14 15 16 8

1.1. Ordena os dados por ordem crescente.
1.2. Determina a mediana e os quartis do conjunto de dados numéricos.

1.3. Indica os extremos (minimo e maximo) do conjunto de dados numéricos.

Exemplo (com numero par de dados):
Considere-se o seguinte conjunto de dados numéricos ordenados n=12):
Q,=5,5
1 2 3 3 4 5 6 6 7 8 9 9

Para n=12, o Q, é amédia dos valores de ordem N_geli1=7.

02=Md=52L6:5,5

Q1=3 Qz=5|5
1 2 3 3 4 B 6 6 7 8 9 9

Q, =3 — mediana dos dados que ficam a esquerda do 2.° quartil.

01 =3 02=5|5 Qa=7,5
1 2 3 3 4 5 6 6 7 8 9 9

Q,=7,5 — mediana dos dados que ficam a direita do 2.° quartil.

Assim, os quartis do conjunto de dados numéricos sdo: Q,=3, Q,=55¢e Q;=7,5.
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7. Organizacao e Tratamento de Dados

Exemplo (com um diagrama de caule-e-folhas)

Analisemos a altura, em centimetros, das jogadoras de futebol de uma equipa femi-
nina.

162 | 155 | 166 | 167 | 153 | 173 | 151 | 157 | 168
170 | 156 | 161 | 171 | 174 | 169 | 165 | 160 | 176

Podemos organizar estes dados num diagrama de caule-e-folhas da seguinte forma:

%51 3 5 6 7
16(0 1 2 5 6 7 8 9
1710 1 3 4 6

Nesta situacdo temos n=18 (18 dados).

N_9 eordem 2+1=10.

Logo, Q, € a média dos valores de ordem 5 5

511 3 5 6 7
160 1 2 5 6 7 8 9
1710 1 3 4 6
szMd:w=165,5
Nota:

De notar que os dados estao representados num diagrama de caule-e-folhas, portanto os
dados sdo 165 e 166.

Q1=157

151356‘

16(0 1 2 5 6 7 8 9

17 0] 1 3 4\6

03: 170
Q,=1655

Q,=157 — Mediana dos valores que ficam a esquerda do 2.° quartil.

Q;=170 — Mediana dos valores que ficam a direita do 2.° quartil.

Assim, os quartis referentes a estes conjuntos de dados sdo: Q,=157, Q,=165,5
e Q;=170.
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7.1. Diagramas de extremos e quartis

Digital

Exercicio
Analisar

e O diagrama de caule-e-folhas apresenta os registos da massa (em gramas) de

quiabos colhidos pela senhora Zulmira. diagramas
de extremos
e quartis
218 9 9
311 3 3 3 3 5 6 7 7 8 9
410 0 2

2.1. Determina Q,, Q, e Q;.

2.2. Determina a diferenca entre o quiabo mais pesado e o quiabo mais leve.

e O grafico ao lado representa a A 20
distribuicao das idades dos alunos

de uma turma. 16

3.1. Quantos alunos tem a turma?

3.2. Qual é amoda das idades dos
alunos da turma?

Numero de alunos

3.3. Determina a mediana das
idades dos alunos.

13 14 15 16

3.4. Determina os quartis das
Idade dos alunos

idades dos alunos.

3.5. Indica a idade do aluno mais novo e a idade do aluno mais velho.

7.1.2. Diagramas de extremos e quartis

O diagrama de extremos e quartis € uma representacao grafica que permite a inter-
pretacao da distribuicdo de dados numéricos. O diagrama de extremos e quartis
divide os dados em partes iguais, cada uma contendo aproximadamente 25% dos
dados do conjunto.

min Q1 Q2 Q3 max
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7. Organizacao e Tratamento de Dados

Para além de permitir identificar os quartis (Q, , Q, € Q) e os extremos (maximo e
minimo) de um conjunto de dados numéricos, o diagrama de extremos e quartis per-
mite realizar interpretacdes sobre a dispersdo dos dados:

* A percentagem de dados maiores ou iguais a Q, é pelo menos 75% .
* A percentagem de dados maiores ou iguaisa @, € pelo menos 50% .
* A percentagem de dados menores ou iguaisa Q, € pelo menos 50%.
* A percentagem de dados menores ou iguaisa Q; € pelo menos 75%.

* A percentagem de dados maiores ou iguais a Q, € menores ou iguaisa Q; é pelo
menos 50%.

7.1.3. Amplitude interquartil

A amplitude interquartil é a diferenca entre o 3.° quartil e o 1.° quartil de um
conjunto de dados.

A amplitude é a diferenca entre o valor maximo e o valor minimo de um con-
junto de dados numéricos.

A amplitude e a amplitude interquartil sdo medidas de dispersao.

o Observa o diagrama de extremos e quartis representado na figura.

4.1. Identifica os quartis. 3 5 7 9 12

4.2. |ldentifica os extremos. |—|:|:|—|

4.3. Determina a amplitudee |

a amplitude interquartil. (') ) 4 6 e 10 12 14

|

4.4. Comenta a afirmacéo:
“Pelo menos 75% dos dados sao menores ou iguaisa 9."

Exemplo:

O diagrama de extremos e quartis que representa a altura das jogadoras da equipa
de futebol feminino é o seguinte:

150 151 152 153 154 155 156 157 158 159 160 161 162 163 164 165 166 167 168 169 170 171 172 173 174 175 176
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7.1. Diagramas de extremos e quartis

Podemos dizer que:

* A atleta com maior altura mede 176 cm.

* A atleta com menor altura mede 150 cm.

* A amplitude total é de 26 (176 — 150=26).

* A amplitude interquartil ¢ de 16 (170 =157 =13).

* Pelo menos 25% das atletas medem mais do que 170cm.

* Pelo menos 50% das atletas medem menos do que 165cm.
* Pelo menos 75% das atletas medem mais do que 157 cm.

e O diagrama de extremos e quartis vertical representado na figura ---96
representa as classificagées obtidas pelos alunos de uma turma
num teste da disciplina de Matematica.

5.1. Qual foi a maior classificagdo obtida? 73
5.2. Qual foi a menor classificagédo obtida?
5.3. Determina a amplitude total e a amplitude interquartil.

5.4. Indica, justificando, se as seguintes afirmacdes sao verdadeiras 50
ou falsas: 43
I) Pelo menos 25% dos alunos obtiveram classificacdo
superiora 73 pontos.
Il) Mais de metade dos alunos tiveram classificagao inferior a ——-14

50 pontos.
) Exatamente 75% dos alunos obtiveram classificagao superiora 43 pontos.
IV) 50% dos alunos obtiveram pelo menos 50 pontos.

7.1.4. Construcao do diagrama de extremos e quartis

Para construir um diagrama de extremos e quartis sdo necessarios cinco valores do con-
junto de dados numéricos: os extremos (minimo e maximo) e os quartis (Q,, Q, e Q,).

Construcao de diagrama de extremos e quartis para o conjunto de dados numéricos:

28 29 29 31 33 33 33 33 35 36 37 37 38 39 40 40 42

minimo=28; Q,=32; Q,=35; Q;=38,5; maximo=42

* Traca-se um eixo graduado para assinalar os extremos e os quartis. O eixo pode ser
representado na horizontal ou na vertical.

27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43
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7. Organizacao e Tratamento de Dados

* Constroéi-se um retangulo que corresponda ao intervalo entre Q, e Q;.

Manual
Digital

Exercicio

Determinar os

quartis de uma —+—t } } } } } } } } } } } } } } ——
distribuicdo 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43

Q1 Q3

* Divide-se o retangulo na graduacao correspondentea Q, .

* Tracam-se linhas que unam o minimoa Q, e omaximoa Q.

27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43

Min. Q4 Q2 Q3 Max.

G Constréi um diagrama de extremos e quartis para o seguinte conjunto de dados:

2 3 3 4 5 5 6 6 7 8

0 Considera um conjunto de dados em que: min=7, Q,=9, Q,=13, Q;=16 e
max=18.

7.1. Determina a amplitude total dos dados.
7.2. Determina a amplitude interquartil.
7.3. Constrdi um diagrama de extremos e quartis vertical.

7.4. Indica dois dados que possam estar entre o 1.° quartil e o 3.° quartil.
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7.2. Histogramas

7.2. Histogramas

7.2.1. Variaveis estatisticas discretas e continuas

Uma variavel estatistica € uma caracteristica que admite diferentes valores (um
numero ou uma modalidade), um por cada unidade estatistica.

discretas
quantitativas
continuas
Variaveis estatisticas
nominais
qualitativas
ordinais

As variaveis estatisticas podem ser quantitativas (ou numéricas) quando estao as-
sociadas a uma caracteristica suscetivel de ser medida ou contada. Em caso contra-
rio, as variaveis estatisticas sao qualitativas.

Uma variavel quantitativa discreta esta associada a uma caracteristica em que os
valores sao obtidos por contagem. Exemplos de varidveis quantitativas discretas: o
numero de irmaos, o numero de filhos, 0 numero de mensagens enviadas, etc.

Uma variavel quantitativa continua esta associada a uma caracteristica em que os va-
lores sao obtidos por medicao. Exemplos de variaveis quantitativas continuas: a altura
de pessoas, o comprimento de objetos, o0 peso de animais, a idade de pessoas, etc.

Uma variavel qualitativa esta associada a uma caracteristica que ndo pode ser con-
tada ou medida. Exemplos de variaveis qualitativas: a cor dos olhos (castanhos, pre-
tos, verdes, ...), 0 estado civil (solteiro, casado, divorciado, ...), etc. No caso de haver
uma ordem inerente a variavel qualitativa, esta diz-se ordinal, por exemplo, os meses
do ano ou as classificagcbes em provas obedecem a ordens. No caso contrario,
dizem-se nominais.

Exercicios

Das variaveis estatisticas a seguir apresentadas, indica quais sao discretas e
quais sao continuas.

i) Numero de quiabos colhidos num dia.

ii) Massa dos quiabos colhidos num dia.

iii) Temperatura de um forno.

iv) Tempo necessario para a confecao de um bolo.
v) Numero de golos marcados num jogo.

vi) Distancia percorrida por dia.

vii) NUmero de acessos diarios a um site.
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Agrupar dados
em classes
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i

7. Organizacao e Tratamento de Dados

e A turma da Rafaela quer fazer um estudo estatistico sobre algumas
caracteristicas dos alunos da turma. Ajuda a Rafaela a decidir 9 caracteristicas
a estudar (3 qualitativas, 3 quantitativas discretas e 3 quantitativas
continuas).

7.2.2. Tabelas de frequéncias para dados agrupados
em classes

Num estudo estatistico, quando os dados estatisticos quantitativos (discretos ou
continuos) sdo em numero elevado e variados, € util agrupar os dados em classes.

As classes correspondem a intervalos de numeros reais, fechados a esquerda e
abertos a direita.

Agrupar os dados em classes da mesma amplitude corresponde a reagrupar as uni-
dades de uma populagcao em classes, com base num conjunto de dados numéricos,
de modo a que as classes tenham uma mesma amplitude pré-fixada.

A diferenca entre os extremos de cada intervalo, amplitude do intervalo, corresponde
a amplitude da classe. A classe que apresenta maior frequéncia de dados designa-
-se por classe modal.

Exemplo:

A tabela de frequéncias seguinte apresenta as classificacbes dos alunos de uma
escola, agrupadas em classes, na Prova Concelhia de Matematica.

a . Frequéncia

Frequéncia .

Classes absoluta relativa

(em %)
[0; 20[ 12 5%
[20; 40[ 36 17%
[40; 60[ 71 33%
[60; 80[ 58 27%
[80; 100[ 38 18%
Total 215 100%

A tabela permite agrupar dados de 215 estudantes em classes de amplitude igual
a 20.

Neste caso, a classe modal é [40; 60[.

182



7.2. Histogramas

@ Num dia de colheita, a senhora Zulmira retirou, ao acaso, 50 quiabos para
medir os seus comprimentos. Os dados seguintes apresentam as medidas
obtidas, em centimetros.

12 11 9 16 12 14 6 6 8 10
13 9 15 12 14 10 11 13 12 11
10 14 13 13 14 15 12 10 9 11
14 14 12 12 11 11 10 12 13 16
12 15 8 9 11 14 13 14 12 13

10.1. Organiza os dados recolhidos numa tabela de frequéncias, com classes
de amplitude de 2 cm.

10.2. Indica a classe modal.

10.3. Indica a classe com menor frequéncia absoluta.

m A tabela de frequéncias seguinte agrupa as horas semanais de estudo dos
alunos de uma escola.

. Frequéncia

Frequéncia .

Classes absoluta relativa

(em %)
[0; 2] 23 4%
[2: 4] 78 14%
[4; 6[ 271 50%
[6; 8] 132 24%
[8; 10[ 44 8%
Total 548 100%

11.1. Quantos alunos tem a escola?

11.2. Qual é a percentagem de alunos que estudam 8 horas ou mais por
semana?

11.3. Qual é a classe modal? Indica o que significa no contexto do problema.
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7. Organizacao e Tratamento de Dados

7.2.3. Histogramas

Um histograma é um grafico utilizado, especialmente, para estudar variaveis estatis-

& Yona ticas quantitativas continuas.
Video Dado um conjunto de dados agrupados em classes, um histograma € um grafico de
Histogramas

barras retangulares justapostas, tais que a area dos retangulos é diretamente pro-
porcional a frequéncia absoluta (e, portanto, também a frequéncia relativa) da classe
que representam.

Exemplos

a) Um grupo de alunos participou numa prova de Matematica. Os resultados obtidos
pelos alunos, em percentagem, foram os seguintes:

64.2% 12,5% 16.5% 10,5% 68,5% 54,5% 77,3%
37.5% 14,9% 86,2% 61,2% 35,1% 19.4% 38,7%
51,4% 56,0% 40,7% 471% 78,3% 92,6% 71, 7%

Agrupam-se os dados em classes de amplitude pré-fixada: 20.

Classes Frequéncia
absoluta

[0;20[ 5

[20; 40[ 3

[40;60[ 6

[60; 80[ 5

[80; 100[ 2
Total 21

As classes ndo sao pontos isolados, mas sim intervalos.

Como se consideraram classes com a mesma amplitude, o histograma é formado
por barras retangulares cujas bases tém por vértices os extremos de cada classe
e cujas alturas correspondem a frequéncia absoluta da respetiva classe.
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Resultados da Prova de Matematica

A Manual
Digital

Exercicio
Interpretar

44 um histograma
2 - !
0 \ :

20 40 60 80 100

Classificacao (%)

Frequéncia absoluta

Os eixos sao os indicadores que permitem a leitura das barras.
As barras retangulares tém a mesma largura e estao justapostas.
No eixo horizontal estao localizadas as classes.

No eixo vertical efetua-se a leitura da altura das barras, que corresponde a respe-
tiva frequéncia absoluta ou relativa (neste exemplo utiliza-se a frequéncia absoluta).

b) A Associacdo Cabo-verdiana para Apoio a Terceira Idade realizou um convivio no
Dia do Municipio do Porto Novo e de Sdo Joao Batista, santo padroeiro do concelho.
Foram recolhidos dados sobre a idade dos participantes. O histograma seguinte
relaciona o n.° de participantes com as suas idades.

Idade dos participantes

457

40t

35+
30 T
25T .
L
20 40 60 80

Idade

n° de participantes

Os dados foram agrupados em 4 classes de amplitude 20.

Entre outras interpretacdes que o histograma permite fazer, destaca-se que:

* Adicionando o valor absoluto de cada classe, verificamos que participaram no
convivio 130 pessoas.

+ A medida que as classes agrupam pessoas com mais idade, aumenta o nimero
de participantes.
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7. Organizacao e Tratamento de Dados
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Exercicios

Quando regressou com o seu barco de
pesca, o senhor Jodo mediu o

Comprimento dos Peixes

comprimento, em centimetros, dos zges%mta

peixes que pescou. Agrupou os dados A

em classes e construiu o seguinte 24

histograma. 20

12.1. Qual foi a amplitude utilizada pelo 16
senhor Jodo para agrupar as VY B
classes? oI | | T

12.2. Em quantas classesagrupouo 41— | | | | | |——
senhor Jodo os comprimento dos mrw. L L EE L L B —

0 15 20 25 30 35 40 45 50 cm

peixes?
12.3. Quantos peixes pescou o senhor Joao?

12.4. Qual é a percentagem de peixes com comprimentos igual ou superior a
30cm?

12.5. Sabendo que o senhor Jodo nao pode vender peixes com comprimento
inferior a 25 cm, quantos peixes pode vender o senhor Joao?

A escola da Luana vai participar numa atividade de limpeza das praias.

Os alunos formaram grupos e registaram a quantidade de lixo, em quilogramas,
que recolheram, ao fim de duas horas de atividade. O grupo da Luana recolheu
12,4 kg de lixo.

Os resultados obtidos por cada grupo, em quilogramas, foram os seguintes:

7.3 12,1 6.5 4,3 9.0 5,1 6.3
52 7.6 7.3 10,2 11,5 8,2 4,0
89 15,2 6.3 9.8 10,3 3.9 6.0
10,4 12,4 10,1 7.7 59 11,7 14,2

13.1. Quantos grupos participaram na atividade?
13.2. Agrupa os dados em classes de amplitude 3.

13.3. Constréi um histograma que relacione as frequéncias absolutas com a
quantidade de lixo recolhida.

13.4. Os 3 grupos que recolherem mais lixo ganham um prémio. O grupo da
Luana vai ter direito ao prémio?



Para aplicar

A tabela seguinte apresenta a idade dos alunos de uma turma.

Idade ::un‘z
13 6
14 18
15 7
16 2

1.1. Quantos alunos tem a turma?
1.2. Qual é a moda das idades dos alunos? Justifica a tua resposta.
1.3. Determina os quartis das idades dos alunos da turma.

1.4. Comenta a afirmacao:
"Pelo menos 75% dos alunos tém idade inferior ouiguala 15 anos.”

Nos seguintes diagramas de extremos e quartis estao representadas as
idades dos funcionarios da escola X e daescola Y.

Escola X I I

|
EscolaY | 4|

18 22 26 30 34 38 42 46 650 54 58 62 66

2.1. Indica se as seguintes frases sao verdadeiras ou falsas e corrige as falsas.

a) O funcionario mais velho da escola X tem 54 anos e o funcionario mais
velho da escola Y tem 58 anos.

b) A amplitude interquartil das idades naescola Y é 20.

c) A amplitude das idades na escola X é 36.

d) Na escola X, 75% dos funcionarios tém 34 anos de idade ou mais.
e) Naescola Y, 25% dos funcionarios tém 34 anos de idade ou menos.
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Para aplicar

O seguinte diagrama de extremos e quartis apresenta a distribuicdo do preco
(em milhares de escudos) dos teleméveis que uma loja vende.

Q1=26,5 Qz=37 Q3=69,5

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105
3.1. Indica o preco do telemdével mais barato.

3.2. Indica o preco do telemével mais caro.

3.3. Qual das afirmacdes é verdadeira?
i) 25% dos telemdveis custam menos de 26 500 escudos.
ii) O valor médio do custo dos telemdveis € 37 000 escudos.
ili) 50% dos telemdveis custam mais de 26 500 escudos.
iv)Pelo menos 75% dos telemdveis custam 69 500 escudos ou menos.

Em grupo ou individualmente, regista as idades dos alunos da tua turma. Com
os dados obtidos, constréi um diagrama de extremos e quartis e interpreta o
diagrama construido.

Para aprofundar o estudo estatistico das idades dos alunos da tua turma,
completa o teu trabalho determinando:

* a média;

* amoda;

* a mediana;

* 0 valor maximo e o valor minimo;

* a amplitude total e a amplitude interquartil.
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Para aplicar

Os resultados de um inquérito realizado A
atodos os alunos do 9.° ano de uma w0l 40
escola, acerca do numero de horas que 35
jogam computador por semana, estio 5 - 30
apresentados no seguinte grafico. g -
5.1. Quantos alunos tem 0 9.° ano nesta é 20 4
escola? S 5. 15
o 11
5.2. Identifica a variavel estatistica em L 6 6
estudo e classifica-a quanto a sua 5
natureza. 0 —— e
0 1 2 3 4 5 6
5.3. Indica 0 nome do tipo de grafico Tempo (horas)

utilizado na figura para representar o
numero de horas semanais que os
alunos jogam computador.

Os alunos de uma turma registaram a distancia, em quildmetros, de casa a
escola.

Os resultados obtidos, em quildmetros, foram os seguintes:

4,3 0.4 0,6 1.9 3.7 5.9 1.8
0.5 2.9 1.4 2,1 4,2 53 1.3
1.1 3.0 6.7 0.7 0.4 5,5 2,8
3.5 1.1 1.1 4,1 5.4 0.9 0.9
2,0 2,9 1,7 0.3 6.2 6.3 3.9
54 2,1 2.9 3.3 1.3 0.5 0,7

6.1. Quantos alunos tem a turma?
6.2. Agrupa os dados em classes de amplitude 1.

6.3. Constréi um histograma que relacione a distancia de casa a escola, usando
as frequéncias absolutas.

6.4. Indica o numero de alunos que vivem a menos de um quilémetro da escola.

6.5. Determina a percentagem de alunos que vivem a cinco ou mais quildbmetros
da escola.
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Para aplicar

A tabela de frequéncias agrupa as horas semanais de estudo dos alunos de

uma escola.
. Frequéncia
Frequéncia .
Classes absoluta relativa
(em %)
[0; 2[ 23 4%
[2: 4] 78 14%
[4; 6] 271 50%
[6; 8[ 132 24%
[8; 10[ 44 8%
Total 548 100%

7.1. Indica a amplitude das classes.

7.2. Constréi um histograma que relacione as horas semanais de estudo dos
alunos, usando as frequéncias relativas.

7.3. Qual é arelacao entre a area da barra retangular da classe de intervalo
[0; 2[ e aéarea da barra retangular da classe de intervalo [6; 8[?

Seguindo as indicagdes do professor, em grupos, escolham uma caracteristica
correspondente a uma variavel estatistica quantitativa continua (por exemplo:
altura dos alunos, peso dos alunos, tempo que demoram de casa a escola, etc.).

* Recolham os dados necessarios e determinem medidas estatisticas que
permitam a andlise dos dados.

* Construam um diagrama de extremos e quartis e um histograma.
* Apresentem o trabalho aos restantes grupos.
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Tabela trigonométrica

Graus | Seno | Cosseno | Tangente Graus | Seno | Cosseno | Tangente
1 0,0175 | 0,9998 0.0175 46 0,7193 | 0,6947 1,0355
2 0.0349 | 0,9994 0.,0349 47 0,7314 | 0,6820 1,0724
3 0,0523 | 0,9986 0,0524 48 0,7431 | 0,6691 1,1106
4 0,0698 | 0,9976 0,0699 49 0,7547 | 0,6561 1,1504
5 0,0872 | 0,9962 0,0875 50 0,7660 | 0,6428 1,1918
6 0,1045 | 0,9945 0,1051 51 0,7771 | 0,6293 1,2349
7 0,1219 | 0,9925 0,1228 52 0,7880 | 0,6157 1,2799
8 0,1392 | 0,9903 0,1405 53 0,7986 | 0,6018 1,3270
9 0.1564 | 0,9877 0,1584 54 0.8090 | 0,5878 1,3764
10 0,1736 | 0,9848 0,1763 55 0,8192 | 0,5736 1,4281
11 0,1908 | 0,9816 0,1944 56 0,8290 | 0,5592 1,4826
12 0,2079 | 0,9781 0,2126 57 0,8387 | 0,5446 1,5399
13 0,2250 | 0,9744 0,2309 58 0,8480 | 0,5299 1,6003
14 0,2419 | 0,9703 0,2493 59 0.,8572 | 0,5150 1,6643
15 0,2588 | 0,9659 0,2679 60 0.8660 | 0,5000 1,7321
16 0.2756 | 0,9613 0,2867 61 0.8746 | 0,4848 1,8040
17 0,2924 | 0,9563 0,3057 62 0,8829 | 0,4695 1,8807
18 0,3090 | 0,9511 0,3249 63 0,8910 | 0,4540 1,9626
19 0,3256 | 0,9455 0,3443 64 0,8988 | 0,4384 2,0503

20 0,3420 | 0,9397 0,3640 65 0,9063 | 0,4226 2,1445

21 0,3584 | 0,9336 0,3839 66 0,9135 | 0,4067 2,2460
22 0,3746 | 0,9272 0,4040 67 0,9205 | 0,3907 2,3559

23 0,3907 | 0,9205 0,4245 68 0,9272 | 0,3746 2,4751

24 0.4067 | 09135 0,4452 69 0.9336 | 0,3584 2,6051

25 0,4226 | 0,9063 0,4663 70 0,9397 | 0,3420 2,7475

26 0,4384 | 0,8988 0,4877 71 0,9455 | 0,3256 2,9042

27 0,4540 | 0,8910 0,5095 72 0,9511 | 0,3090 3.0777

28 0,4695 | 0,8829 0,5317 73 0,9563 | 0,2924 3.2708
29 0,4848 | 0,8746 0,5543 74 09613 | 0,2756 3,4874
30 0,5000 | 0,8660 0,5774 75 0,9659 | 0,2588 3,7321

31 05150 | 0,8572 0,6009 76 0.9703 | 0,2419 4,0108
32 0,5299 | 0,8480 0,6249 77 0,9744 | 0,2250 4,3315

33 05446 | 0,8387 0,6494 78 0,9781 | 0,2079 4,7046

34 0,5592 | 0,8290 0,6745 79 0,9816 | 0,1908 5,1445

35 0,5736 | 0,8192 0,7002 80 0,9848 | 0,1736 5,6713

36 0,5878 | 0,8090 0,7265 81 0,9877 | 0,1564 6.3138
37 0,6018 | 0,7986 0,7536 82 0,9903 | 0,1392 7,1154

38 0.6157 | 0,7880 0,7813 83 0,9925 | 0,1219 8,1443

39 0,6293 | 0,7771 0,8098 84 0,9945 | 0,1045 9,5144

40 0,6428 | 0,7660 0,8391 85 0,9962 | 0,0872 | 11,4301
41 0,6561 | 0,7547 0,8693 86 0,9976 | 0,0698 | 14,3007
42 0,6691 | 0,7431 0,9004 87 0,9986 | 0,0523 | 19,0811
43 0,6820 | 0,7314 0,9325 88 0,9994 | 0,0349 | 28,6363
44 0,6947 | 0,7193 0,9657 89 0,9998 | 0,0175 | 57,2900
45 0,7071 | 0,7071 1,0000
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